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62113 Vektorrechnung mit Matrizen

Vorwort

Dieses Heft enthalt ausnahmslos Abituraufgaben von beruflichen Gymnasien in Baden-Wirttemberg.

Sie sind fast alle sehr alten Datums. Dies hat den Vorteil, d iy wesentlich umfangreicher sind als
die neuen Aufgaben, die oft nur halb so lang sind, sich ab@enselben Themen beschéftigen.

Ihnen wird ein weiteres Heft gewidmet.
Im folgenden Inhaltsverzeichnis sind si Themen geordnet:

a) Die ersten 5 Aufgaben sind alle vom etwa gleichHli;ﬁ'.Aus einer Matrix A, wird ein
Gleichungssystem gebildet. Dazu gibt es eine Reihe Zusatzaufgaben. Es handelt sich

stets um 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten.
b) In Aufgabe 6 geht es um die Lineare Un—/Abharﬁ@it dreier Vektoren des R®.
C) Aufgabe 7 zeigt, wie man mit einer Matrix Vektmuf andere Vektoren abbilden kann.
d) Die Aufgaben 8, 9 und 10 beschaftigen sich rwichungssystemen des R*.
Samtliche Lésungen staE von mir persdnlich.
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62113 Vektorrechnung mit Matrizen

Aufgabe 1 - Abitur 1988 (Baden-Wirttemberg, WG)

Gegeben sind die Matrix A, und der Vektor b, durch

1t 2t
A=112t-2|,
ttt 16

a) Bestimmen Sie den Lésungsvektor x der homogemearen Gleichungssystems

Ist eine dieser Losungen auch Losung von A, ‘@)

b) Fur welche Werte von t hat das Gleichungssystem

keine Losung — genau eine Lésung — unendlich viele osungen’>

Berechnen Sie fir den Fall der eindeutigen L6s n Losungsvektor in Abhéngigkeit von t.
c) Berechnen Sie die Matrix X, aus der Gleichu

d) Bestimmen Sie den kleinsten Wert, den das F@( b,., annehmen kann.
L | \
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62113 Vektorrechnung mit Matrizen

Losung
1 -2 4 0
Die Gleichung A , -x =0 lautet ausfihrlich: 1 1 6[-x=|0
-2 -8 16 0
Lésung nach Gaul3:
1 -2 -4|0 1 -2 -4|0 1 =2%_4]0
1 1 -6lo| -z1 ~|o 3 -2|o ~m—2o
-2 -816|0) +2-721 |0 -12 8 |0) +4-Z2 0 (0

WISSEN: Ein Gleichungssystem, dessen Abs%ﬂﬂer Nullvektor ist, heil3t homogen.
Bei einem homogenen linearen Gleio$system (HLGS) kann man beim Gaul3-

Verfahren die 4. Spalte weglassen, denn sie &ndert sich ja nicht.
Also kénnte man vereinfach diese

ung durchfihren:

1 -2 -4 1 -2 -4 -4
1 1 -6| -z1 ~|0 3 -2 ~103) -2
2 816/ +2-71 |0 -12 8 | +4-22 0

Der Rang der Matrix ist 2. Also kann man beiwablen eine frei wahlen.

Aus der 2. Zeile folgt: 3X, —2X, :Q. s

Waéhle x, =k, dann folgt: 3x,-2k=0 3x, =2k & x,==2k

WISSEN:  Um Briiche zu vermeiden wéhlt man giinstiger x, =3k mit keR.

Dann folgt: 3x, —6k m 3x, =6k < x,=2K

(Ubrigens kann man auch x, frei viahlen, dann aber so: x, =2k mit keR,

dann folgt: 6k — Zxpml, & 2Xx, =6k < x, =3k.)

Jetzt setzt man in die 1. Zeile des GIeit@ssystems ein:

X, —t4x3 =0

und erhalt: X, —32k =0 & x, =16k

Ergebnis:
16
Der Lésungsvektor ist: X=| 2k |=k| 2 | mtkeR.
3
24
Ist eine dieser Lésungen auch Lésung A,-x=|18|?
N 66
2 24
Dieses System lautet: 0 |-x=|18
1116 66
112 16 24
Probe: 110 |k|l2|=|18
1116 3 66
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16+2+6 24

Umformen der linken Seite: k 16 +2 =18
16+2+48 66
24 24

bzw.: kl18 |=|18 Q)
66) |66

Und dies ist erfullt fur k = 1.
16
Ergebnis:  Es handelt sich also um den Vektor: X =| 2 (U
3

b) Untersuchung der Losungen des LG A

1t 2t . (6t-4 1t 2t 6t -4
11 2t-2|und b, =| 6t-2] lautet e 11 2t 2 X =|6t-2
t £ 16 12t m t _12t
1t 2t 6t—4 6t—4
12

t-2 | 6t-2| -Z1 ~ -2 2 ~

£ 16 | -12t) -t-Z1 2 16-2t | —6t2 -8t

1
o
o
'h.a
1t 2t 6t—4 6t—4
0 1-t -2 2 —t -2 2 *)
0 |t*(t-1)| 16-2t> | -6t* —8t] +t* 72 0 16-4t> | —4t* -8t

Hier bricht man ab und beginnt mit der Untersu@er Rénge.

1. Nebenrechnung: Wannist 16 —4t2 =0? 42 =16 o t’=4 o t=42
2. Nebenrechnung: Wann ist -4t -8t = Ow —4t-(t+2)=0 < t=0 odert=-2
3. Nebenrechnung: Wannist 1-t=0 '?C t=1

Dann ist der 2. Spamktor identisch mit dem ersten!
Untersuchung der Lésbarkeit des LGS:
(1) Furt=2ist Rg (A, |b,)=Rg 2 =3 aber Rg(A,) =
-32

Das LGS ist unl@sbar.
- -4 —16
(2) Furt=-2ist Rg(A,|b,)=Rg| 0 3 —2 =2=Rg(A.)

Das LGS ist a bar
Weil es je mnbekannte besitzt, gibt es unendlich viele Losungen.

) 1 2] 2 112 ]2
(3) Firt=1ist (A, 1B,) ~ 2| 2 ~l00 2|2
0016 | -12)+8.22 |00 0 | 4

Also: Rg(A,|b)=3 aber Rg(A,)=2.

Das LGS ist daher unldsbar.
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(4)  Furalle anderen Werte von t, also fiir te R\ {1;+2}

Ist RgA =Rg(A|b)=3 bei3 Unbekannten.

Das bedeutet eindeutige Losung.

Berechung der Losungsvektoren: !'
Die letzte erweiterte Matrix in (*) gehort zu diesem @

1t 2t 6t—4 X, X+ — 6t—4 @

01-t -2 2 o 1 A-tx, - 2)

0 0 16-4t | —4t> -8t (16 &H" A 3)
Im 4. Fall, also fiir te R\ {1;+2} gibt es eine eindeuti sung:

Man darf (3) durch (16 —4t?) dividieren, weil fUlﬁie zugelassenen Werte von t diese

o 4t -8 t(t+2) _ 7
Klammer ungleich 0 ist: X5 = 16 a2 . > 112
g (4-t%) (2- t)M -

Am Ende wurde mit -1 erweitert. m
Aus (2) folgt: (I-t)x, =2+ 33 = (A-tx,=2+2 %

| | 2t _2t-2)+2t  4t-4
Dies ergibt 2)(1-1) (t-2)(1-t) (t-2)(1-4)
% _[a
Ct-

Erklarung: =1 =£1 fur alle Werte von t.

_— = = = :—1
-t —(—1+t) _M -
Aus (1) folgt: 3 2tx, + 6t — 4
2 _ (t=2
X, und X3 eingesetzt: :_4_2»[ —+6t go. A2 +(6t 4)-(t-2)
-2 t-2 t-2 t-2 1-(t-2)

6t —4t-12t+8 4t-2t° +6t> -16t+8
@7 t—2 - t-2
.s
" 4 -12t+8 4(t -3t+2)
t-2
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Rechenbhilfe:

Jetzt muss man den Zahler faktorisieren, damit man erkennt, ob man

kiirzen kann. Dazu l6st man die Gleichung t>-3t+2=0 z. B. mitder

b+
,Mitternachtsformel* t,, = b—\/gi:
a

t _3J_r\/9—4-1~2_3i\/9—8Q_ (2
12 = 21 2 (U_

t? — Q)o faktorisieren:

Also kann man den Term

t? -5t+2=(t-2)-(t-1)

Damit folgt fur x;:

Ergebnis:

4(t ~3t

BTl 4M(t_l)=4(t—1)=4t—4

at—4

_ 4
X=|—-

t—2

_t

t—2

_farg AU
t+2 t-2

.
:4t—4—4;.
t+2 t-2

e
Lésungsvektor: m

Oder um Platz zu sparen: E

Was man auch so sc q. en kann:

ZUSATZ: Im Fall 2 (t=-2) gibtes unendlistwl;Lbsungen: (Dies war nicht verlangt!)

Dort flihrte die erweiterte Matrix auf

Diese gehort zum End-GIeichungssyﬂ

@ 1 -2 -4)| -16
0 3 -2 2
0 0 O 0

—

4x, =16

X, —2X, — = (4)
3X, —2Xy = 2 (5)

Weil fur 3 Unbekannte nur 2 Gleich!nge'ﬂ vorliegen, kann man eine Variable frei wahlen:

Wabhle: =keR
Aus (5) folgt dann: 3k+2x3 =2+2k = x,=2+2k
Und aus (4): @2+4x3—16:2(§+§k)+4k—16=%k—
N 16 _ 44 _aa 16
3 3 3 3
Losungsvektor: l X=| 2+2k |=| £ |+k-| 2
k 0 1
~14 5
Lésungsmenge: L=< 1 |+k:|-%||keR
0 1
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c) Lésung der Gleichung X,-A_,=A —-t-A,

1 100
Sie lautet ausfihrlich: X1 -t|11-2
-1 00 16
1
bzw. Xl 1
-1

-1 -
1
1-11

Umstellung: X,

. mJ
i3

1 -1-2(100 1-1-2 -2l1 00
1 1 -4010|-Z1~{0 2 -2 -2/-110/| :2~
-1-116/00 1) +21 (0 -2 14 120 1 1) :12
1-1-2]1 0 0)+z2 (10-3|+% 100+ =&
01 -1|-++ 0|+23~/01 0 ~1010|-+ &% &
1 1 1 1
00 1|0 5 =+ 00 1 0010 5 =5
Damit kann man nun X, berechnen
1-t 1 2 1 -1 -2)" L 22
X, =[1-t1-t 2t |[|1 1 -4 -+ L2
1 1 16-16t) | -1 -1 16 0 L L
12 12
1 1-t 1 2 6 93
X, =—- 1— 1-t -2t -1 -6 7

t
1211 1 16-16t) | 0 1=

, [ 6-6t-6 9—9t+7+w33—3t+1+2
X, =——:|6-6t—6+6t 9-9t+7-7t —3t+1-t+2t
12 6-6 9+7+16-16t 3+1+16-16t

-6t 18-9t 6-3t g

x(=i- 0 16-14t 4-2t :
12 | 0 32-16t 20-16t

d) Bestimmen Sie den kleinsten Wert,gas Produkt b, -b,, annehmen kann.

Dieses Produkt ist eine Funktion vsn t, ich nenne sie jetzt f(t):

) (t+1)-4 6t+2
f(t)=b, b, =(6t-4 6t-2% 6(t+1)-2|=(6t—4 6t—2 —12t).| 6t+4
_12.( ) -12t-12
f(t)=(6t—4)(6t+2)+(6t—2 )-12t-(-12t-12)

f(t) = 36t* — 24t +12t — 8+ 36t — 12t + 24t — 8 + 144t* + 144t

f(t) = 216t* +144t - 16
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Zur Extremwertbestimmung wird zweimal abgeleitet:

f'(t)=432t+144
f"(t) =432

Extremwertbedingung: f‘(t)=0 < 432t+144-0 < tz_ﬂ__i

432 3
Kontrolle: f"(—%):432>0
Also liegt ein Minimpn Qr.

Dies ist sogar ein Minimum, weil fir t — +o
f(t) > geht. { }

Oder so:
f ist eine Parabelfunktion (ganzrational 2. Grades il der Koeffizient von t* positiv ist,
stellt das Schaubild von f eine nach oben geéffn rabel dar.

Der Extremwert muss dann das absolute Minim sein.
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