Ubersicht Analytische Geometrie Stand 26.6.2015
(Die Aufstellung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit!)

F |Vektorrechnung

Ortsvektoren und Vektorketten

a) Mittelpunkt  b) Schwerpunkt c) Sonstige (Erganze zum Parallelo-
gramm; restliche Punkte des Quaders ermitteln; Teile Strecke im bestimmten
Verhdltnis; ... d) Zeichnung erstellen
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Skalarprodukt a) zum Nachweis von senkrechter Lage b) sonst

Langen von Vektoren berechnen

Besonderes Viereck nachweisen

Geraden und Ebenen im Raum

a) PF von Geraden aufstellen
b) Punktprobe Gerade c) Punktprobe Strecke
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Lagebeziehung von Geraden: a) Schnitt b) windschief c) echt parallel
d) identisch
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a) PF von Ebenen ermitteln sowie tberprufen
b) Punktprobe c) Bilden drei Punkte eine Ebene?

a) NF/KF/HNF fur Ebenen ermitteln  b) Achsenabschnitte ¢) Zeichnung

Lage Gerade und Ebene: a) Schnittpunkt b) echt parallel ¢) gin E

Ebenen auf ihre gegenseitige Lage untersuchen
a) Schnittgerade b) echt parallel c) identisch d) 3 Ebenen e) Besondere Lage
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Die Hesse‘sche Normalenform aufstellen.

Abstande, Volumina im Raum

Flacheninhalt / Volumen )
—= |a) Dreieck b) Viereck c) Volumen einer Pyramide d) Volumen Quader o. A.

H4 |Abstand Punkt — Gerade

H5 |Abstand a) ... b) Ebene — Ebene

H6 |Mithilfe des Vektorprodukts Normalenvektoren bestimmen.

Hilfreich kénnen auch Mathemtik-Filme auf youtube.com sein. Empfehlenswert:
simple maths Analytische Geometrie (27 Videos)
beckuplearning Analytische Geometrie (43 Videos)

Aufgaben im Klausurstil:
S.271A.13,14
S.236f A.7,9,12



Ubergreifende Aufgaben

Losungen ,Pyramide mit farbiger Glasplatte®

Loésungen Flugzeugaufgabe

Erste Ubungen zur Vektorrechnung F1
Aufklarungsflugzeug G2 G2 F3 H4 G5 F3 F1
Drachenprisma F1d F3 G2 F1c H2 Flc Fla F3
Berechnungen am Tetraeder F1, F3, F5, H4

Luckentext zur Hesse’schen Normalenform H3

Richtig oder falsch? Verbessere die falschen Aussagen.
Aufgaben aus dem Lehrbuch Lambacher Schweizer LK 2011 zu Ebenen
Abituraufgabe HT4 2013

3. Klausur Q1

4. Klausur O1

Wiederholende Fragen mit L6ésungen




F1 Verschiebungen durch Vektoren sowie Punkte im Raum durch Ortsvektoren und
Vektorketten beschreiben und damit realitatsnahe Situationen mathematisch mo-
dellieren.

Regeln G
Ein Vektor ist Menge aller Pfeile, die parallel, gleich lang
und gleich orientiert sind. D g
Den Vektor AB kann man als eine Verschiebung inter- E
pretieren, die den Punkt A auf den Punkt B abbildet. F
Im Quader rechts gehdren jeweils 4 Pfeile zum gleichen
Vektor. Z. B. ist AB=EF=HG=DC A B

Allgemein ist ein Vektor eine gerichtete Grol3e, wobei die
Lange des Vektors die MalRzahl der Grol3e und die Richtung des Vektors die Richtung der Grol3e
angibt.
Beispiele: gerichtete Kraft, Bewegungsvektor eines Flugzeuges

Zu einem Punkt A nennt man den OA den Ortsvektor von A
In der analytischen Geometrie ermittelt man meistens einen Punkt P, indem man den Ortsvektor

OP mit Hilfe einer Vektorkette ermittelt, z.B. OP = OB +BC +CP.
Unter dem Gegenvektor —a eines Vektors a ersteht man den Vektor, der in Lange und Richtung
mit a Ubereinstimmt, aber die entgegengesetzte Orientierung hat. Es gilt — —AB = BA
Dreiecksregel: AB+BC = AC;

Anwendungsbeispiel: OB-DC-CB=0B+CD+BC= OB+BC+CD =OC+CD= OD



Addition / Subtraktion zweier Vektoren

Gegeben sind zwei Pfeile, die jeweils einen Vektor /eine a B
Verschiebung reprasentieren. ./b,

Grafische Addition b
Es wird der Pfeil zum zweiten Vektor gezeichnet,
dessen FuB3punkt an der Spitze des ersten liegt.
(Die Verschiebungen werden hintereinander ausgefiihrt.) 5

Der Summenvektor wird durch den Pfeil reprasentiert,
der vom Fuf3punkt des ersten zur Spitze des
zweiten Pfeils flhrt.

Ein Vektor wird subtrahiert, indem man
den Gegenvektor addiert: at+b=a+ (—5)

» Drei Punkte einer Ebene zu einem Parallelogramm erganzen.

» Restliche Eckpunkte eines Korpers (z. B. Quaders, Prismas) ermitteln.

> Uberprifen, ob ein spezielles Viereck vorliegt (Parallelogramm; Raute; Rechteck; Quadrat;
Drachenviereck, (symmetrisches) Trapez

> Uberprifen, ob ein spezielles Dreieck (rechtwinklig, gleichschenklig; gleichseitig) vorliegt.

» Mittelpunkte, Schwerpunkte bestimmen

Fur den Mittelpunkt M einer Strecke AB gilt: OM = —(OA+OB)
(Koordinaten des Mittelpunktes = jeweils der Durchschnltt der Koordinaten.)

Beispiele:
> A(3l4]-2); B(5| -6 | 7) = Mag(4-1]2,5) )

» Fur den Schwerpunkt S des Dreiecks ABC.: 0S = %(@ + OB +CY:)

(Koordinaten des Mittelpunktes = jeweils der Durchschnitt der Koordinaten der Eckpunkte)
A(3l4]-2); B(5| -6 | 7); C(4]-4[10) = S((3+5+4) 3|(4—6 4):3|(-2+7+10):3) = S(4|-2|5)

» Vektorkette beginnt (zunachst) im Ursprung OP=0...+...

» Richtung des Vektors beachten

1. Beispiel:
Die nebenstehende Figur zeigt eine quadratische Pyramide, S
d. h. das Viereck ABCD ist ein Quadrat
Dricke die Vektoren AB BC DA. CD und SD ‘ 2
durch die Vektoren SA, SB und SC aus. (
LOosung e
AB=—SA+SB; BC=-SB+SC; DA=-BC=SB-SC; A A

CD=-AB= SA-SB; SD=SC+CD= SC+ SA-SB;
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Beispiel: ®
Im Quader rechts sind K und M Mittelpunkte von Kanten, o

S der Mittelpunkt der seitlichen Flache. ®
a) Drucke durch a, b und ¢ aus:
() AK= (i) OD= (i) CS= A
b) Drucke umgekehrt folgende Vektoren durch Eckpunkte
aus: y
C

() bc= (i)c—a (i) a+c+0,50 L o

¢) Nun sei fur den achsenparallelen Quader F(3|5]-2) Y
und O(0]0]0). Ermittle die Koordinaten der E K F
Punkte A, B, C, M, S, K.

d) Uberpriife rechnerisch, ob sich die Geraden g(M,S) und h(B,K) schneiden.
Losung: a) H(':%EH& (i) OD= a+b (iii) CS= %a+6-%6
b) () b+c=0G (i) c—a=AC (i) a+c-+0,5b=OK
¢) A(3|0|0), B(0[5]0), C(0[0]-2), M(3|0}-1), S(1,5I5|-1), K(3]2,5]-2)

3. Beispiel:
In der nebenstehenden Figur sind die Seitenmitten eines beliebigen Vierecks verbunden.

a) Driicke die Vektoren MM, und MM, durch die

Seitenvektoren 5, 5, cund d aus.

b) Zeige, dass die Strecken MagMp und MdMc parallel und
gleich lang sind.

d) AD=—a+b+c e)EM=c-b—1a
LOsung:
(v e vl
MM, =2 (a+b); MMy =3 (c+d);

Da a-+b = c+d ist, sind die Vektoren gleich, also sind die
Strecken parallel und gleich lang.



4. Beispiel: (aus Zentralabitur)
Gegeben sind A(13|-513),B(11]3|1),C(5|3]|7)

und S1(13[1]9)
Bestimmen Sie die Koordinaten der Eckpunkte Pg A

und Pg des abgebildeten Wiirfels, falls die Eckpunk- B V4
te des Oktaeders auf den Mittelpunkten der Seiten- D
flachen liegen. A

Losung: OP, = OS, + SP. =0S, + AB = Pg(11/9[7) o
OP, =0S, +SP, =0S, - AB = Pg(15|-7|11)

Abbildung 1



F2 Das Skalarprodukt (SP) zweier Vektoren berechnen und damit entscheiden, ob die Vektoren zu-
einander orthogonal sind.

Regeln

Rechnerische Ermittlung des SP:
al (d

b|-|e|=ad+be +cf

c) |f

Grafische Ermittlung: Lange des einen Vek-
tors multipliziert mit der (orientierten) Lange
der senkrechten Projektion des anderen auf
den einen.

Skalarprodukt = 0 < Vektoren stehen senk- a
recht aufeinander.

Bei Formulierungen wie senkrecht oder orthogonal sollte man immer an diesen Satz denken.

» Zeige, dass das Viereck ein Rechteck ist / ein Drachenviereck ist.
(Beim Drachenviereck stehen die Diagonalen senkrecht aufeinander (und die eine halbiert
die andere).)

» Zeige, dass sich zwei Geraden senkrecht schneiden.

> Zeige, dass die Gerade parallel zur Ebene verlauft.
(NV und RV mussen senkrecht aufeinander stehen.)

>

Das Skalarprodukt ergibt (im Unterschied zum Vektorprodukt) immer eine Zahl, nie einen Vektor.

1. Beispiel:(,Skalarprodukt = 0 < Vektoren senkrecht” ausnutzen.)
Gegeben sind: A( 80400 | 2), B(100 | 400|2), C(100|1200|6)und D(80|1200|6)
Untersuche, ob ABCD ein besonderes Viereck ist.

LOsung:
20
DC =| 0 |= AB = ABCD ist ein Parallelogramm.
0
201 ( O
Zusatzlich gilt: AB-AD=| 0 |-|800|=0 = ABCD ist ein Rechteck.
0 4

Zusatzlich gilt: AC-BD= 0 = ABCD ist kein Quadrat.



2. Beispiel:
Ermittle das ungefahre Skalarprodukt der Vektoren (ohne ein KOS einzuzeichnen).




F3: Langen von Strecken im Raum und den Betrag von Vektoren berechnen.

Regeln
Die Lange/der Betrag eines Vektors berechnet sich mit
a
- : - |[a .
a=|b|=+a?+b%+c? imIR® bzw. ‘a‘:‘ b]‘ — a2 +b? imIR%
c

BBl Das Vorzeichen der Komponenten spielt keine Rolle, da jeweils quadriert wird.
Deshalb gibt man besser nur nicht-negative Zahlen in den TR eingeben.

~15
Beispiel: | 13 || =152 +132 +12? , statt \/(—15)? +13? +(—12)?;
~12

Falsch ist die Eingabe /—15 +132 + —12°

Wenn man einen Vektor a durch seine Lange dividiert, erhalt man den Einheitsvektor a,, d.h.
denjenigen Vektor, der mit ain Richtung und Orientierung tGbereinstimmt, aber die Lange 1 hat.
a, = ﬁ. (Normierung eines Vektors)
a
Entsprechend ist k- aj ein Vektor, der mit a in Richtung und Orientierung Ubereinstimmt, aber die
Lange k hat.

» Untersuche, ob ein Quadrat (ein regelmafiges Sechseck, eine Raute, ein Trapez,
ein Rechteck, ein Drachenviereck, ...) vorliegt.
» Zeige, dass das Dreieck gleichschenklig/gleichseitig ist.

> Einen Vektor n normieren (auf die Lange 1 bei gleicher Richtung bringen): rTO = 2
n
> Zu einem Vektor a einen Vektor b mit gleicher Richtung, aber der Lange k finden. b= k~g
a

» Geschwindigkeit v bei einer Fluggeraden §:5+t~ﬁ bestimmen: v = ‘G %



1. Beispiel:

Gegeben sind die Punkte A(-5|2|4), B(3]8]7), C(8|-5]6) .

a) Uberpriife, ob das Dreieck ABC gleichschenklig ist, d.h. gleich lange Seiten hat.

b) Bestimme D so, dass ABCD ein Parallelogramm ist.

c) Untersuche, ob der Mittelpunkt Mac gleich dem Mittelpunkt Mpp ist.

d) Bestimme den Schwerpunkt S des Dreiecks ABC.

e) E teilt BC von B aus im Verhéltnis 3:1. Ermittle E.

f) Damit drei Punkte ein echtes Dreieck bilden durfen sie nicht auf einer Geraden liegen.
Beschreibe ein Verfahren, wie man mit Hilfe der Vektorrechnung rechnerisch tberprifen kann,
ob drei Punkte E, F und G auf einer Geraden liegen.

LOsung:
8 13 5
2) ‘/ﬁ‘: 6| =1/6413619=1109; ‘AT:‘: 7| =222 ‘ﬁ‘: —13| =195
2

Alle Seiten sind verschieden lang.

-5 5 0
b) OD=0A+BC=| 2 |+|-13|=|-11|; D(O]-11]3)
4 -1 3
15 1,5
C) m: -15]; m =|—1,5| Die beiden Mittelpunkte sind gleich,
5 5
d.h. die Diagonalen halbieren sich. Damit ist das Viereck ein Parallelogramm.
2
d)c%:%(FA’+FB+FC): 5/3| SEE 1)
17/3
4 3 3 5 6,75 |
e) OE=0B+—-BC=|8|+—|-13|=|—-175|; E(6,75]-1,75|6,25) I i i
4 7 4 1 6,25 B 3 E 1 C

f) Die Vektoren EF und FG miissen in die gleiche Richtung zeigen, d. h. es muss EF =k.FG
fur eine Zahl k gelten (die Vektoren missen kollinear sein).
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2.Beispiel:
V?/i?rl;ztrachten den geradlinigen Horizontalflug eines Sportflugzeuges. Von einem Tower (Koor-
dinatenursprung) aus wird die Flugbewegung beobachtet.
Zum Zeitpunkt t = 0 (Sekunden) befindet sich das Flugzeug am Punkt Pg (—=7000| —3000| 4000),
10 Sekunden spéater in P10(-6200]-2400]|4000) (Angaben in m).
a) Stelle eine Geradengleichung >_<'(t) fur die Bewegung des Flugzeuges auf, wobei t die Sekun-

den seit dem Punkt Pg angibt.

b) Ermittle die Geschwindigkeit v des Flugzeuges in km/h sowie die Entfernung d zum Tower
zum Zeitpunkt t=0.

c) An welcher Position P befand sich das Flugzeug 10 Minuten vor t=07?

d) Nach 20 Minuten wird der Pilot aufgefordert, auf eine Flughthe von 3000 m Hohe zu wech-
seln. Er behélt seine Horizontalgeschwindigkeit bei (d. h. x— und y—Koordinate des Bewe-
gungsvektors bleiben unverandert) und sinkt zusatzlich um 5 m/s .

Ermittle die Sinkfluggerade Q(t) , die Koordinaten der Punkte B zu Beginn und E zu Ende des
Sinkfluges sowie die Dauer des Sinkfluges.

~7000) (80
Lésung: a) x(t) = oﬁ#%%’ —|—3000|+t|60|; tin Minuten
4000 | |0
b) v = \/80% + 60% m/s = 100 m/s = 360 km/h. d(O, Po) = /72 + 3 + 47 km = 8,60 km
7000 80) (~55000
¢) 10 min = 600 s; X(—600) —|—3000 |- 600| 60| = | 39000 ; P(~55000]-39000/4000)
4000 o) | 4000
89000) (80
d) 20 min = 1200 s; OB =X(1200) = B(89000|69000]4000); Y(t) = {69000 |+t-| 60
4000 (-5

Der Sinkflug dauert 1000:5 s = 200 s.
Ende des Sinkfluges: OE :37(200) = E(105000|81000|3000)

3. Beispiel:
Fur jedes t #0 sind die Punkte A(1]0|0), B(5|6]|0) und S(t|3|2t); gegeben.
Berechne t so, dass die Seiten AS und BS gleich lang sind.
LOsung:
‘A_s" - ‘B_s" e Jt-1%+9+4% = {[(t-5)2 + 9+ 4% & (t-1)°=(t-5)? (da beide Radikanden positiv
sind) < tP*—2t+1=t~10t+25 <> 8t=24 <> t=3

4. Beispiel:

A(801]400|2),B(100|400]|2),C(100|1200|6)und D(80]1200|6)
Untersuche, ob ABCD ein besonderes Viereck ist.

LOsung:
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20 20} ( O

DC=| 0 |= AB = ABCD ist ein Parallelogramm. AB-AD=| 0 |-|800|=0 = ABCD ist ein
0 0| 4

Rechteck. ‘ﬁ‘ — J400 = ‘E‘z J640004 = ABCD ist kein Quadrat.

5. Beispiel:
53 2 100 -0,1
Gegeben sind zwei Flugbahnen h:;/(t): —410|+1t-|—-30 g:i'(t): —2550(+t-| 22
43,75 4 228,75 -15

t in min seit 12.00 Uhr, x(t),y(t) in m.
a) Berechne die Positionen P und Q, in denen sich die beiden Flugzeuge um 12.50 Uhr

befinden.
b) Berechne auRerdem den Abstand der beiden Flugzeuge zu diesem Zeitpunkt.

LOsung:
a) P(95]-1450|153,75) Q(153|-1910|243,75)

b) ‘FYQ" — /582 + 4607 4+ 902 ~ 472,30 [m]

12



F5 Uberpriifen, ob ein besonderes Viereck (Parallelogramm, Rechteck, Raute, Quadrat, (symmetri-
sches) Trapez, Drachenviereck) vorliegt.

Vierecke werden uber Langen, Orthogonalitat oder Parallelitat definiert.

(Siehe Formelsammlung)

Diese Eigenschaften lassen sich mit Hilfe der entsprechenden Vektoren (Lange von Seitenvektoren;
Skalarprodukt gleich null; Kollinearitat) nachweisen:

Ein Viereck ABCD ist genau dann ein(e) ...

... Parallelogramm, falls AB =DC oder AD =BC ist (Nachweis einer Gleichung gentigt!)

... Rechteck, wenn es ein Parallelogramm ist und zusatzlich gleich lange Diagonalen besitzt.

... [Alternative: Rechteck, wenn es ein Parallelogramm ist und einen rechten Winkel besitzt.]

.. Trapez, falls zwei Seitenvektoren kollinear sind.

.. Raute, wenn es ein Parallelogramm ist und zwei aneinander liegende Seitenvektoren gleich lang
sind.

.. [Alternative: Raute, wenn es ein Parallelogramm ist und die Diagonalen senkrecht aufeinander
stehen.]

... Quadrat, wenn es eine Raute ist und einen rechten Winkel besitzt.

.. [Alternative: Quadrat, wenn es eine Raute ist und die Diagonalen gleich lang sind.]

.. Drachenviereck, wenn jeweils zwei nebeneinanderliegende Seiten gleich lang sind.

Beispiele siehe F2 3. Beispiel und 5. Beispiel
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G1 Parameterdarstellungen fur Geraden aus zwei gegebenen Punkten ermitteln sowie tberprifen,
ob ein Punkt auf einer gegebenen Gerade liegt (Punktprobe) und die Ergebnisse im Sachzu-
sammenhang interpretieren.

Regeln
Parameterform einer Geraden durch A und B: g(A,B): x=OA +r-AB, r ¢ IR.

Punktprobe: ein Punkt C liegt auf g, wenn OC = OA +r-AB erfilllt ist, d.h. wenn es einen Wert
fur den Parameter gibt, so dass alle drei Koordinatengleichungen erfllt sind.

Spezialfall: liegt ein Punkt auf einer Strecke?
Ein Punkt C liegt auf AB, wenn OC = OA +r-AB fir 0 <r < 1 erfullt ist.

7 —4
1. Beispiel: Liegt der Punkt M(2|4|2) auf der Geraden x=|2 |+r-| 4|7
-2 2
7 —4 2
Losung:| 2 |+t:| 4 |=|4|=t=1,25 At=0,5 [~ t=2] M liegt nicht auf g.
-2 2 2

14



G2 Geraden auf ihre gegenseitige Lage untersuchen und mdglicherweise vorhandene
Schnittpunkte bestimmen.

Regeln
Mogliche Lagen von Geraden zueinander: echt parallel, identisch, schneidend oder windschief

Vorgehen, um die Lage von g: X =a+r-b und h:x=c+r-d zueinander zu untersuchen:

Sind die RV kollinear (das kann man i. A. ohne Rechnung sehen), so sind die Geraden parallel.
Die zusétzliche Punktprobe c=a+tr-b zeigt dann, ob sie echt parallel oder identisch sind.

Sind die RV nicht kollinear, so versucht man den Schnittpunkt zu ermitteln:

hat das LGS aus 3 Gleichungen und 2 Unbekannten eine Losung, so schneiden die Geraden
sich, ansonsten verlaufen sie windschief.

BERERIE 3. Gleichung muss kontrolliert werden.

Fluggeraden ermitteln

Untersuchen, ob sich die Bahnen kreuzen

Untersuchen, ob es (trotzdem nicht) zu einem Zusammenstol3 kommt.
Untersuchen, ob sich Diagonalen/Strecken in einem Kdrper schneiden.

YV YV

Unnotige Arbeit: Obwohl nur Parallelitat nachgewiesen werden soll, wird auch noch untersucht, ob
sogar Identitat vorliegt.

Bei der Untersuchung von zwei Geraden missen ggf. die Parameter unterschiedlich benannt
werden.

1.Beispiel:
Untersuche die Lagebeziehung zwischen g und h und berechne ggf. den Schnittpunkt S.
53 2 100 -0,1
h:y(r) =|—410|+r-|-30| g:x(t)=|-2550|+t-| 22
43,75 4 228,75 -15
LOsung:

RV sind nicht kollinear (2=(-20)-(-0,1); 4 #(-20)-(-1,5))
g N h: =0,1t-2r=— 47 A 22t+30r=2140 A —1,5t-4r=—185 < t=70 A r=20 A 2140=2140
Die Geraden schneiden sich im Punkt S(93|-1010|123,75).

2.Beispiel:
Gegeben sind die Flugbahnen zweier Flugzeuge
100 -0,1 53 2
g:)?(t): —2550(+t-| 22 |; h:)?(t): —410|+t-|—30(; tin min; ;((t) und ;/(t)in km, gleiche Zeit-
228,75 -15 43,75 4
rechnung

a) Zeige, dass die Flugbahnen sich kreuzen.
b) Begrtinde, ob es zu einem Zusammenstol3 beider Flugzeuge kommt.

15



Losung:
a) Einen Parameter umbenennen, z. B. ;<(r)!

LGS aus den ersten beiden Gleichungen (TR):r=70 A t=20
3. Gleichung 123,75=123,75 = S(93|-1010]123,75)

b) Das erste Flugzeug erreicht den Schnittpunkt nach 70 Minuten, das zweite nach 20.
Es besteht keine Kollisionsgefahr.

3. Beispiel:
Untersuche die Lagebeziehung von g, h und k
3 0,5 1 -1 2 15
g:;<: —2|+r-|-2{; h: x=|1+s-| 4 ; ke x=|3|+r-|-6
5 1 1 -2 -3 3
LOsung:

Jl', @ und @seien die Richtungsvektoren der drei Geraden g, h und k.
Man sieht, dass U, = —2-U, , Us = 3-U, ist. = die RV sind kollinear und damit sind die
Geraden g, h und k parallel.

Gilt g=h?
3 1 -1
—2|=|1{+r-| 4 | r==2Ar= —% = g und h sind echt parallel.
5 1 -2
Gilt g=k?
3 2 15
—2|=| 3 |+r-|-6|= r:% A r:% = g und k sind echt parallel.
5 -3 3
Gilt h=k?
1 2 15
lj=| 3 |+r-|-6|< r:—% A r:% = hund k sind echt parallel.
1 (-3 3
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G3: Parameterdarstellungen fir Ebenen aus drei gegebenen Punkten ermitteln sowie
uberprifen, ob ein Punkt auf einer gegebenen Ebene liegt (Punktprobe) und die
Ergebnisse im Sachzusammenhang interpretieren.

Regeln

Drei Punkte A, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen (d. h. AB und AC sind nicht kollinear), le-
gen eine Ebene E fest.

E: x=OA+r-AB+s-AC, I, s ¢ IR. (Parameterform der Ebene)

Es gibt somit unendliche viele verschiedene Parameterdarstellungen fur eine Ebene, da man be-
liebig andere Punkte der Ebene wahlen kann.

Der SV wird haufig auch mit %, die RV mit uund v bezeichnet, also E: x = %—H U+s-v

Um herauszufinden, ob ein Punkt in einer bestimmten Ebene liegt, fihrt man eine Punktprobe
durch: man untersucht, ob der Ortsvektor des Punktes die Ebenengleichung erfullt.

Sonderfalle
Wenn man den Definitionsbereich fir die Parameter auf Intervalle einschrankt,
erhalt man Halbebenen oder Parallelogramme (siehe Zeichnung)

E: OA+XU+pV: 4, e lR.

Rechte Halbebene E: OA + \U -+ p\?; L>0,pnelR
Untere Halbebene E: OA + XU -+ u\?; LelR, u<0
Parallelogramm Py: (TA: + AU + u\_;; 1,5<A<2; 35u<4
Parallelogramm P: OA + AU + u\_;; 0< A<1; 1<u<12
Dreieck QRS: Dors: OQ + XU+ PV; A+u < 1 A dp >0

ffffff T
n=4.5 —=—f————— 53 > il <
R
/ / Pl
5 TP PRRETTPOTESE: L - e 774*4}“
of i ITrY RS REER ;/::jipi Jiiiiinai s
. *P‘* / / // /
e Ay Ay S
v /,/ /’ //
’ A Tl W q0B / 3/Q R
Bl LY P rellS
Beispiel fur eine Punktprobe vy
4 4 -2
Gegeben ist die Ebene: E: X =|2|+4r-|—2|+s|—1| und der Punkt P (10]-3|10). Liegt P auf E?
1 -2 5

LOsung:
Man setzt den Ortsvektor des Punktes mit der Ebene gleich und erhalt ein Gleichungssystem mit
3 Gleichungen und 2 Unbekannten. Wenn dieses eindeutig l6sbar ist (man also Werte fir rund s
erhélt und diese durch Probe bestatigt werden) so liegt der Punkt auf der Ebene, sonst nicht.
() 10=4+4r-2s < 6=4r-2s )y -3=2-2r-1s < —5=-2r-1s
(MM10=1-2r+5s < 9=-2r+5s
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Man kann jetzt zum Beispiel die zweite und dritte Gleichung addieren, um das r zu eliminieren.
Hierbei erhdltman4s=4<s=1

Durch Einsetzen in die erste Gleichung erhdlt man dann 8 =4r < r=2

Probe mit der zweiten Gleichung geht auf: -5 = —4 -1 Das Gleichungssystem ist I6sbar.

Der Punkt P liegt also auf der Ebene.

4 -2 -6

Alternative L6sung mit TR (hier Gleichungen I und Il): TR ( 5 5 g

); r=-0,75; s=1,5

Probe fur die 3. Gleichung: 9 = 1,5+7,5 (w)

3. Gleichung muss uberpruft werden
Nur die Richtungsvektoren darf man verkiirzen, nicht den Stutzvektor

Umstéandliches Vorgehen
Richtungsvektoren werden nicht verkurzt, obwohl es weniger Arbeit ist.
Allerdings: bei Fluggeraden wird mit Anderung des RV auch die Zeiteinheit geandert!

» Seiten— und Schnittflachen von Kérpern
» Schattengebilde

1. Beispiel:
A(80]400|2),B(100|400|2),C(100 [1200|6) und D(80|1200|6)
Stelle eine Parameterform der Ebene E durch A, B und C auf und zeige, dass D in
der Ebene E liegt.

LOosung:
4 Punkte A,B,C,D liegen in einer Ebene, wenn (z. B. ) D in der von A, B und C aufgespannten
Ebene liegt.
(Vergleiche: 3 Punkte A,B,C liegen auf einer Geraden, wenn (z. B. ) C auf der Geraden
durch A und B liegt.)

80 20 20 80
E: OA+r-AB+s-AC =[400|+r-| 0 |+5s-[800|= |1200|<>s= 1 Ar=—1 A 2+4=6 = D ¢ E.
2 0 4 6

2. Beispiel:
Gegeben sind A(80 |400 | 2), B( 100|400 |2), D(80]21200|6)und L(85]|750]3,75)
Liegt L im Parallelogramm ABCD?

LOsung:
80 20 0 85 ;
E: OA+r"AB+s"AD=|400|+r-| 0 |+5:/800|= | 750 |<>1=0,25 A's = 75 A 2+1,75=3,75 ()
2 0 4| 13,75

Da beide Parameter zwischen 0 und 1 liegen, liegt L innerhalb des Parallelogramms.
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G4 Normalenform / Koordinatenform einer Ebene ermitteln

Regeln
Eine Ebene ist durch einen Punkt und zwei nicht kollineare RV festgelegt (siehe G3)

Kennt man zu einer Ebene einen Normalenvektor (NV) ﬁ, also einen Vektor, der senkrecht
zur Ebene verlauft, sowie einen Punkt P der Ebene, so liegt irgendein Punkt X genau dann

auf der Ebene, wenn der Vektor PX senkrecht zum NV verlauft, wenn also gilt:
1-PX =0 n-(OX - OP) =0 n-OX =n-OP= n-x=n-OP=c
Alle Punkte der Ebene — und nur diese — bilden mit dem NV also das gleiche SP.

nl Xl
Schreibt man n=|n, | und x =| x, |, so erhalt man
n3 X3
die Koordinatenform: ni:X; + N2:Xz + N3:X3 = C oder n1:X + Ny'y + N3:zZ = C.
Beispiel:
2
Gesucht ist eine Gleichung der Ebene, die durch den NV n=| 3 | und den
-5
Punkt P(2|4|-8) festgelegt ist.
2
Lésung: n-OP=56; E: | 3 X =56 (Normalenform) < 2x + 3y -5z = 56 (Koordinatenform)
-5

Vorteile der Normalenform/Koordinatenform
Punktprobe wird zur Kopfrechenaufgabe (bei der PF musste ein LGS mit 3x2 LGS geldst wer-
den). Beispiel:
R(1]2]19) liegt nicht auf E, da die Koordinaten die Ebenengleichung nicht erfillen:
2:1+3-2+10-5 = 56 (f)
Achsenabschnitte kann man im Kopf angeben: setze zwei Koordinaten O und berechne die dritte:

y=2=0 = S(28|0|0); x=2=0 = Sy(0|18§ |0) x=y=0 = S,(0[0}-11,2)

Die Lagebeziehung Gerade — Ebene und Ebene — Ebene zu bestimmen, geht sehr einfach.
— G5, G6
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Wie wandelt man die 3 Ebenformen (PF NF, KF)jewells in die anderen um?

a) Von der Parameterform E: X = OA +r-u+s-vin die Normalenform:
Man ermittelt einen Normalenvektor als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren

N=uxV ;EsgiltnunE: n-X=n-OA =c < ni-Xx+nyy+nz=_c.

4 4 2] (4) (-2 -12 3 3) (4
Beispiel: E: X =|2|+r-|—2|+s|—1|; [-2|x|-1|=|-16 |=(-4)|4|; | 4|-|2|=22
1 —2 5] (-2]) (5 -8 2 2) (1
[Kontrolle: der NV steht senkrecht auf beiden RV, da das SP jeweils 0 ergibt.)
3
E:|4]-x=22 < 3x+4y +22 =22
2

[Kontrolle: bilde die Punkte fir r=s=0 (4|2|1), r=1; s=0 (8]|0]|-1) und r=0; s=1 (2|1|6)
und mache im Kopf die Punktprobe.]
b) Von der Normalenform ind die Koordnatenform und umgekehrt:

Die Koeffizienten von x, y und z bilden den Normalenvektor.

¢) Von der Normalenform in die Parameterform:
man ermittelt drei Punkte A, B und C z. B. die Achsenabschnitte: E: X =OA +r-AB+s-AC

a) Gegeben sind drei Punkte A, B, C:

Zunachst ermittelt man eine Parameterform (PF) der Ebene, z. B. E: X = OA +r-AB +s-AC
Nun ermittelt man einen Normalenvektor als Kreuzprodukt der beiden Richtungsvektoren

n=AB x AC ; Es gilt nun E: n-X=n-OA =c<e nNisX+nxy+nzgz=c.

b) Gegeben sind eine Gerade und ein Punkt P, der nicht auf der Geraden g: X = OA +t-u liegt.
Epg: X=OA+t-U+r-AP

c) Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden g: X = OA+t-uundh: X=0B+t-v
Epg: X=OA+t-u+r-v (Man kann auch OS oder OB als SV nehmen:)

d) Gegeben sind zwei echt parallele Geraden g: X = @ +X\U und h: x = q_o'erﬁ
Eg.hi Po + XU+ p(Po — o)

e) Ebene verlauft senkrecht zu einer Gerade sowie durch P.
Man nimmt den RV der Geraden als NV und OP als SV.

f) Ebene verlauft senkrecht zu einer Ebene E sowie durch P

Man nimmt einen Vektor, der senkrecht zum NV von E verlauft, als NV und OP als SV.
Weiter wie in a).

Drei Punkte, die auf einer Geraden liegen, bilden keine Ebene.
(Den Fehler bemerkt man i. a. dann, wenn der mit Vektorprodukt gebildete NV gleich dem Null-
vektor ist.)

Umsténdliches Vorgehen:
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> RV werden vor der Weiterrechnung nicht ,verkirzt® (siehe in G4-2 die Gerade gxy).
(Ausnahme Fluggeraden, wenn dadurch die Zeiteinheit gedndert wird.)
> Man erkennt nicht, dass ein NV gegeben ist und nimmt den langwierigen Weg Uber a)
» Koordinatenebenen und deren Parallelen werden nach a) ermittelt anstatt sie ohne Rech-
nung anzugeben, z.B.: die xy-Ebene hat die Gleichung z=0.

» Seiten— und Schnittflachen von Koérpern
» Begrenzungsebenen bei Flughéfen

Gegeben sind die Punkte B(3 |3 |7),C(-3|3|7)und S(0 |0 |13)
(1) Berechne eine Gleichung der Ebene E durch B, C und S in Normalenform.

[Zur Kontrolle: E: 2x2 +x3 —13=0]
(2) Die Ebene E enthalt den Punkt C (-3 | 3 | 7) und ist orthogonal zur Geraden
durch A(3|-3]|7)und S(0 |0 |13). Ermittle eine Gleichung der Ebene E.

[Zur Kontrolle: E: — x1 + x2 + 2x3 = 20]
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G5 Schnittprobleme zwischen Geraden und Ebenen in Sachzusammenhangen (z.B.
bei Schattenwdtrfen) untersuchen.

Regeln

Mogliche Lagebeziehungen:

» Gerade liegt in der Ebene

» Gerade verlauft echt parallel zur Ebene
» Gerade schneidet die Ebene

Das Vorgehen hangt davon ab, in welcher Form die Ebene gegeben ist.

Ebene ist in KF oder NF gegeben
Ob Parallelitat vorliegt, kann man sofort sehen und sollte deshlab als Erstes untersucht werden:
Gerade und Ebene verlaufen parallel, wenn der RV senkrecht auf dem NV steht.
Eine Punktprobe entscheidet in diesem Fall, ob echte Parallelitat vorliegt oder die Gerade in der
Ebene verlauft.
Steht der RV nicht senkrecht auf dem NV, so gibt es einen Schnittpunkt. Diesen ermittelt man,
indem man die Gerade als einen Vektor schreibt, die x/y/z—Koordinate in die Ebenengleichung
einsetzt und die lineare Gleichung mit einer Variablen 16st.
Ebene ist in PF gegeben
Hier sollte man entscheiden, ob es sich nicht lohnt, die PF in eine NF umzuwandeln.
Falls es sich nicht lohnt:
Man versucht den Schnittpunkt zu ermitteln (LGS mit 3 Gleichungen und
3 Unbekannten —» TR)
Falls es keinen Schnittpunkt gibt, entscheidet eine Punktprobe Uber die Art der Parallelitat.

» Geraden als Umrisse von Schatten
» Eckpunkte des Schattenumrisses sind Schnittpunkte der Geraden.
» Lotgeraden / Hohengeraden

1. Beispiel:
1
Zeige, dass jede Ebene der Schar E, :|r X =2r +4,r¢lR, die Gerade durch R(0 |2 | 4) und
1
S(4 | 2 | 0) enthalt.
0
2. Beispiel: Eine von einem Punkt M (0|7 | 15) ausgehende Gerade, die in Richtung |—2,5
-5

zeigt, durchstol3t die Ebene Egcs mitB(33|7),C(-3|3|7)und S(O |0 |13) im Punkt M*.
Ermittle die Koordinaten des Punktes M .

3. Beispiel
3 1
Untersuche, wie die Gerade k: Xx=|-3|+t]-1 , te IR, zur xy-Ebene verlauft.
13 0
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Losung: k verlauft wegen z=13 (echt) parallel in einem Abstand von 13 LE zur xy-Ebene.

4. Beispiel
Durch E5: 2x1 +x2 +2x3 +9- (2a-5)=0, aclIR, sei eine Schar von Ebenen E5 gegeben;
h sei die Gerade, die durch die Punkte Sq (13|21 |9) und S2 (5| -3 | 1) verlauft.
Zeigen Sie, dass jede Ebene Eg der Schar orthogonal zur Geraden h verlauft.
Bestimmen Sie den Schnittpunkt P der Ebene Ez mit der Geraden h.
[Zur Kontrolle: P4(13—-4a | 1- 2a | 9- 4a)]
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G6 Ebenen auf ihre gegenseitige Lage untersuchen und mdglicherweise vorhandene
Schnittgeraden bestimmen.

Mogliche Lagebeziehungen von zwei Ebenen
» Es gibt eine gemeinsame Schnittgerade
» Die Ebenen verlaufen echt parallel
» Die Ebenen sind identisch

Anschauungshilfe: wenn man das Tafelwerk aufklappt, ergeben sich zwei Ebenen,
der Buchriicken verlauft auf der Schnittgeraden.
Ermittlung der Lagebeziehung
Sind die Ebenen in KF oder NF gegeben, so sind sie parallel, wenn die NV kollinear sind.
Sind die Ebenengleichungen sogar aquivalent, so sind die Ebenen identisch.
Sind die NV nicht kollinear, gibt es eine Schnittgerade.
Verlaufen die NV der Ebenen senkrecht zueinander, schneiden sich auch die Ebenen senkrecht.

Geraden und Ebenen im Raum; Flussdiagramm fir die Lagebeziehung:

Sind die
JA NV kollinear? NEIN
— —
ny =ksngz ?
v il
Ebenen— Ebenen
A gleichungen NEIN schneiden sich
aquivalent? in einer
Schnittgeraden.

\ 4

Ebenen sind Ebenen sind
identisch echt parallel

Beispiel:
Untersuche die folgenden Ebenen auf besondere Lagebeziehung
(identisch, parallel, senkrecht schneidend).

Ei: 2x -3y +6z =-14 Ex —3x+2y=12 Es 2x—-y+2z2=0

Es: 2(x+1)-3(y+4) = 24— 6z Es: -5x +3y —12z=13 Eg 3x-1,5y +3z=-18

E7z: 10x — 15y + 30z =70 Eg:z=-2 Eo: 4y -3z =10
LOsung:

Ldst man bei E4 die Klammern auf und fast zusammen, so erhélt man E4: 2x -3y +6z = -14
Damit gilt E; = E4; E7 = 2x — 3y +6z = 14 ist zu E; bzw. E,4 echt parallel.

Es und Eg sind echt parallel, da (nur) die NV kollinear sind.

Das SP der NV ergibt bei E, und Eg null, so dass sich diese Ebenen senkrecht schneiden.
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Berechnung der Schnittgerade von zwei Ebenen (Beispiel)

Beispiel: Gegeben sind die Ebenen Ej: 6x1+2x2—2x3 = -3 und E2: —3X1+4x2-5x3 = —6

6 -3
Die NV | 2 |und | 4 |sind nicht kollinear, also schneiden sich die Ebenen.
-2 -5

Ermittlung der Schnittgerade gs: Losung des LGS mit 2 Gleichungen und 3 Unbekannten:
1. Schritt Aus den beiden Ebenengleichungen mit je 3 Unbekannten eine Gleichung mit

2 Unbekannten ermitteln. (1)+2-(l1): 10x2—12x3 = -15
2. Schritt Man drtckt zwei Unbekannte jeweils durch die dritte aus:

3 6 . . 1
X2=—5 +§ X3 ; Einsetzenin E1: x1= 15 X3

3. Schritt Losungsmenge: IL = {(—ix3 |—§+§x3 | X,)| X, IR}
15 2 5
~1s% | (0O —1| (0) (-1
Schnittgerade: gs: X=|—-3+2x3|=|-3|+x%53-| & |=|-3|+1t-|18
X3 0 1 0 15

Lagebeziehungen zwischen drei Ebenen

Methode 1:
Man schneidet die ersten beiden Ebenen und dann das Schnittgebilde mit der 3. Ebene.

Methode 2
Man l6st das LGS mit 3 Gleichungen und drei Unbekannten.

Das Losen eines LGS mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten kann man als Schnitt dreier
Ebenen. (Daher kann ein solches LGS auch nicht genau zwei Lésungen haben.)

Typische Aufgaben
e Schnitt zweier Flachen
e Schnittgeraden einer Flache mit der xy-, xz- und yz-Ebene
e Ebenenscharen

Unnotige Arbeit
Wenn eine der beiden gegebenen Ebenen nur zwei Variablen enthéalt, braucht man nicht eine

Gleichung mit 2 Variablen herzuleiten.

0 1
AX+2y+Z=6 A 2X—2=4 = 7=2X—4 = y= -3x+2 = IL={(X|-3x+5|2x-4); gs: X=| 5 |[+t-|-3
—4 2

25



H2 Den Flacheninhalt eines Dreiecks und das Volumen von Pyramiden und Prismen

(auch nach elementaren Methoden) bestimmen.

Regeln
Es gibt mehrere Formeln zur Berechnung des Flacheninhalts eines Dreiecks.

Je nach Gegebenheiten sollte man sich die glinstigere aussuchen.
Falls keine Besonderheiten vorliegen, wird (IV) der schnellste Weg sein.

1 . . :
n A= > g-h (halbes Produkt aus einer Grundseite und zugehdriger Hohe)

1 . . : .
(A= > a-b-siny (halbes Produkt zweier Seitenlangen mal dem Sinus

des eingeschlossenen Winkels)

BEEBRIE Es gibt drei verschiedene Grundseiten und drei zugehérige Héhen.
Eine Grundseite muss nicht unten liegen.
Bei rechtwinkligen Dreiecken nimmt man eine Kathete als Grundseite, die andere Kathete ist

dann die zugehorige Hohe.
Bei gleichschenkligen Dreiecken trifft die eine Hohe mitten auf die Basis.

Fur die Hohe h gilt also h = M,,C|, falls AB die Basis des Dreieck ist.
(Kommt haufig vor, wenn eine quadratische, gerade Pyramide gegeben ist.)

H4 Den Abstand eines Punktes P von einer Geraden g: a+r-u berechnen.

1. Man setzt den Lotfu3punkt F variabel an (Gerade als einen Vektor schreiben), bildet den
variablen Vektor PF= a+ru—OP, fasst a—OP zusammen und ermittelt den Parameter mit Hilfe
der Bedingung,dass PF senkrecht auf dem RV der Geraden stehen muss: (5+rﬁ—O—P)-ﬁ:O

2. Man setzt den Lotful3punkt F wie in 1. variabel an (Gerade als einen Vektor schreiben), bildet

den variablen Vektor PF und berechnet seine Lange in Abhangigkeit vom Parameter. Zu dieser
Abstandsfunktion berechnet man mit Mitteln der Differentialrechnung das Minimum. Da die Ab-
standsfunktion die Wurzel aus einer quadratischen Funktion ist, gentigt es die Parabel unter der
Wurzel zu minimieren.

Hohe in einem Dreieck, Parallelogramm berechnen
Abstand einer Kirchturmspitze / Flugballons / ... von einer Flugbahn
Lange von senkrecht verlaufenden Stitzstaben

100 -0,1
Bestimme den Abstand der Flugbahn g: ;((t) =|—2550|+t-| 22
228,75 -15

vom Tower in T(0 | 0 | 8 ) sowie den Punkt F der Flugbahn, an dem der Pilot dem Tower am
nachsten kommt

Losung: (Methode 1)
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100— 0,1t —01
‘TF‘: _2550+22t|: TE-| 22 |=0 < —10+0,01t-56100+484t-331,125+2,25t =0

220,75 15t ~15
> 486,26t= 56441,125 < t~ 116,07; Einsetzen in ‘ﬁ‘ ergibt d ~ 100 [LE].

100 —01
OF = | —2550|+116,07-| 22 | = F(~88,39|~3,54|54,65)
228,75 ~15

Lésung: (Methode 2)
100 — 0,1t
‘ﬁ‘ —||—2550+ 22t || = (100 - 0,1t)? + (22t — 2550)° + (220,75 —1,5)?
220,75 —1,5t
d?(t) = 486,26t° — 112882,25t + 6561230,562; d*(t)= 972t — 11288,2t = 0 < t ~ 116,07
OF = g(116,07) = F(~88,39|~3,54| ~54,65); dmin ~ d(116,07) = 100,41

Zum Dreieck ABC mit A(4|2]-1); B(10|.8|9); C(4|0|1) soll die Lange der Hohe auf BC berechnet

werden.
Lésung: Die Lange der Hohe ist gleich dem Abstand von A zur Geraden g(B,C).

4 6 6t
g: x()=|0|+t-| -8 ;d(t)=\§<(t)—c7x\: 8t -2 | = /3617 + 6412 + 32t + 4 + 64t° + 32t + 4
1 8 8t+2

= 16412 + 64t + 8 ; d*(t) = 328t+64=0 < t = — 4% ~—0,20

(Absolutes Minimum, da d? eine nach oben geoffnete Parabel ist.)

4 6 ~117
d(—%)z1,33 [LE]; OF =| 0 —4% -8 | = F(~2,83|~1,56|~—0,56) Kontrolle: W:\z ~0,44 ||~ 1,33
1 8 0,44
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Ubergreifende Aufgaben

Berechnungen an einem Tetraeder
Gegeben sind die Punkte A(9|-4 |-2), B(-3 |8|-2), C(-3|-4|10), P(3|2]4) und Q(-2|-3|-1) .

a) Zeige rechnerisch, dass das Dreieck ABC gleichseitig ist.

b) Berechne den Schwerpunkt S des Dreiecks ABC.

c) Das Dreieck ABC bildet mit dem Punkt D(9| 8 |10) eine dreiseitige Pyramide.
Untersuche, ob die Pyramide ein regelméRiges Tetraeder ist. (Dreiseitige Pyramide, in der alle
Seitendreiecke gleichseitig sind.)

d) (1) Ermittle die Koordinaten des Eckpunkts W des Wiirfels.

(2) Ermittle zu allen 4 Kanten des Tetraeders die Mittelpunkte Mag, Mc, Mcp und Mpa.

(3) Untersuche, welche speziellen Eigenschaften das Viereck MaAsMBcMcpMpa hat.
(4) Ermittle den Abstand des Punktes T(3|2|4) von der Kante AD.

W

C(-3|-4]10)

D(9]|810)

7 B(-3|8|-2)

A9 |-4]-2)
Abbildung

Ldsungen — nachste Seite
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Ldsungen zu ,Berechnungen an einem Tetraeder”

a) Alle drei Seiten(vektoren) sind 121/2 LE lang;
b) S(1/0|2) (arithmetisches Mittel der Eckpunktkoordinaten)

c) Die Seitenlangen AD, BD und CD betragen alle \J288 = 12. \/§LE.

d) (1) OW = OMqp +%Ké = W(=3|8]|10) (Achtung! Man kann W aus der Zeichnung ablesen, wenn

man nachweist, dass die Kanten des Wurfels parallel zu den Achsen verlaufen.)

(2) Mag(3]2-2); MBc(=3I2]4); McD(3(2|10); MDA(912}4);

-6 6
(3) MgMge =| O |; MM, =| O | = Das Viereck ist ein Parallelogramm.
6 -6
0 12
MM, =| 0 |= MM, =| O | = Diagonalen mit 12 LE gleich lang = Rechteck.
12 0
6
‘MABMDA‘ —lo|=6v2 = ‘M‘ = 2 benachbarte Seiten sind gleich lang = Quadrat
6

(4) T(3|2|4) ist der Mittelpunkt der Strecke AW und somit der Mittelpunkt des Wiirfels.
Daher ist der gesuchte Abstand eine halbe Wirfellange: d(T, AD) = 6 LE.
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LK M1* 12.2 Vektorrechnung

Aufgabe 1
6 -2

Der Punkt A(5|3|-1) [A(2]-5]1)] wird um v =| 2 v=| 5 || verschoben.
4 -1

Bestimme mit Vektorrechnung jeweils die Koordinaten des Bildpunktes A’

Aufgabe 2: Der Punkt A’(2|1]-3) [A'(—3|6]|-2)] ist der Bildpunkt von A bei einer Verschiebung um

2 -3
\7 —|l4a||v=]| 4 ||. Ermittle die Koordinaten von A.
7 -1
Aufgabe 3

Welcher Verschiebungsvektor bildet den Punkt P auf den Punkt P’ ab?
a) P(3]2|-1), P'(5]46) b) P(2,6-3,86,1) P'(-3,5/4,2|1,9)

Aufgabe 4: Gegeben ist ein Dreieck mit den Eckpunkten P1(3|0|0), P2(0]4|0), P3(4|5]0).
Das Dreieck ist die Grundflache eines geraden Prismas, von dessen Deckflache der Punkt

Q2(0]4]9) bekannt sei.
a) Gib den Verschiebungsvektor und die Koordinaten der anderen Eckpunkte an.

b) Welche schiefen Prismen lassen sich bilden, wenn Q2 irgendein Eckpunkt der Deckflache sein
soll? Gib die Koordinaten der betreffenden Eckpunkte an.

Aufgabe 5 Bestimme ABundBA.
a) A(0[0[0), B(1[2[3) b) A(3|-45), B(0|0|0) c) A(1|-3|-4), B(-5[3|-4) d) A(3]-4]5), B(2]2|-6)

Aufgabe 6 a) Gegeben seine 4 Punkte P, Q, R und S. Beweise: Wenn PQ RS gilt, dann ist auch

PR = QS
b) Was bedeutet die Aussage geometrisch?

Aufgabe 7 Prife, ob ABCD ein Parallelogramm ist.
a) A(-5|-2), B(1]-4), C(2|-1), D(-4]1) b)A(B[-1]2),(1]0[|-2),C(2]1]2),D(4]0]6)

Aufgabe 8 (S|ehe Abblldung Quader rechts)
Es sei A(0|0]0), a=AB,b=AD,c = AE; X,Y und Z seien die Mittelpunkte von AB, CG und HG.

a) Gib mittels der Vektoren a,bundcan:
() AG (2) XG (3) XY (4) XH

(5) YZ (2)BZ (3) YE (4) YX
b) M sei der Mittelpunkt der Strecke HX.

() Bestimme den Punkt P so, dass G der Mittel-
punkt der Strecke MP ist.

(i) Gib den Vektor CP mit Hilfe von a,bund c an.
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Losungen Arbeitsblatt Vektorrechnung
Aufgabe 1 Der Punkt A wir um 6 in x—Richtung, um 2 in y—Richtung und um 4 in z—Richtung ver-
schoben; A’(5+6|3+2|-1+4)=A’'(11|5|3);

11 5) (6] (11 2) (-2) (0
(W:S;kurz:(ﬁ::3+2:5b)(ﬁ::—5+5:0
3 -1 (4] |3 1] |-1] |o
2) (2 0 ~3) (-3) (o0
Aufgabe 2 OA=0A'—v=| 1 |—|4|=| -3 |; A(O-3]-10) b) 0A=| 6 || 4 |=]| 2 |; A(0|2]-1)
-3] |7] |-10 2 -1 |-1
5-3 2 ~35-26) (-6,
Aufgabe 3: @) v=PP'=| 4-2 |=[2| b)v=PP' =|4,2-(-38)|=| 8
6—(-1] |7 19-61 —4,2

Aufgabe 4 Wenn das Prisma, dessen Grundflache in der xy—Ebene liegt (da alle z— Koordinaten 0
sind) gerade sein soll, muss Q2 das Bild von P2 sein, denn der Verschiebungsvektor ist

0
v=P,Q,=0[, d. h. alle z—Koord. werden um 9 vergréRert: Q1(3/0|9); Q3(4/5|9)
9
-3
b) (1) Q2 konnte das Bild von P1 sein = V= m; Verschiebung der Punkte um| 4
9

Die Bildpunkte sind (-3|8|9) und (1|9]9)
(2) Q2 konnte das Bild von P3 sein = V= P;Q, ; die Bildpunkte sind in diesem Fall (-1|-1(9) und
(=4I39)

1-0) (1 1 -3 6 1 1
Aufg.5 AB=|2—-0|=|2|: BA=|-2| b)) AB=| 4| c) AB=| 6| d) AB=| 6 |;BA=|-6
3-0] |3 -3 -5 0 ~11 11

Aufgabe 6a) @zl?é & O—Q—ﬁ’:O—S—ﬁ /| +OP-0S < OTj—FSz@—@ = IfizQ—S)
b) Geometrische Bedeutung: Aus der Vektordefinition folgt: FTQ —=RS= PQ Il RS; da auch PR
|| QS qilt, ist das Viereck ein Parallelogramm.

-2
— 6 — — — . y
Aufgabe 7 (1) AB:[ 2]:DC (2) AB=| 1 |=DC In beiden Fallen Parallelogramm.
—4
Aufgabe 8a) AG=a+b+c XG—%a—i—b—l—c W:%a b+ % ﬁ:—%§+5+8
V7 —1lca_1a- B7—hae_41 P
YZ=3c—5a, —b+c—1a -7
YE=3c—a-b H z G e
B — — End A /
— — 1 1 1 1 :
YX=-XY=—(}a+b+ic)=—la-b-1ic E F //
b) XH:—la+b+c,MH:—%a+%b+%c, M §D Y 7/
—_ 1 _,_3_, l_; 1_;_ St R
MG = 4a b+ c+a—za+§b+§c- ) C
GP; CP=c+GP =3a+1b+3c X B

31



Lk O1 M1  Analytische Geometrie: Flug eines Aufklarungsflugzeuges

Eine Aufklarungsflugzeug befindet sich zum Zeitpunkt 0 in P(=35|50|10) und nach 10 min
in Q(—20|35|10). (Angaben in km; Ursprung ist der Tower eines Flughafens; der Flug wird als gerad-
linig bei konstanter Geschwindigkeit angenommen.)

a) Gib zu weiteren Zeiten weitere Positionen des Flugzeuges an (Wertetabelle).

b) Ist das Flugzeug im Landeanflug?

c) Wie schnell fliegt das Flugzeug?

d) Wie weit ist es zu Beginn vom Tower entfernt?

e) Wie viel Prozentist es nach 10 Minuten naher am Tower als zu Beginn?

f) Wie weit ist das Flugzeug nach t Minuten vom Tower entfernt?

Entwickle eine Formel in Abhangigkeit von t und Uberprtife die Ergebnisse aus d) und e)

g) Nach wie viel Minuten der Abstand minimal? Wie hoch ist dieser Abstand dann?
h) Als das Flugzeug in Q(—20|35|10) ist, bekommt es die Anweisung innerhalb von 15 Minuten

)

geradlinig auf die Position R(10|10|8) zu wechseln.

(i) Gib eine Vektorgleichung fir die neue Sinkfluggerade S (t) an.
Wahle den Zeitpunkt, zu dem das Flugzeug in Q ist, als Zeitpunkt null.
(i) Um wie viel Prozent erhdht oder senkt das Flugzeug seine Geschwindigkeit?
(iif) Die Geschwindigkeit eines Flugzeuges, die es parallel zum Boden zurtcklegt, heifl3t
,Geschwindigkeit Uber Grund®. Wie hoch ist dies Geschwindigkeit?
(iv) Wie hoch ist die Sinkgeschwindigkeit.
(v) Der Pilot vergisst im Punkt R den Kurs wieder zu korrigieren und bleibt auf im
Sinkflug. Wie lange hat er noch Zeit, seinen Fehler zu korrigieren und wo auf der
Erde sollte man sich vorsichtshalber nicht aufhalten?
Nach dem Sinkflug fliegt der Pilot parallel zum ersten Kurs und mit der gleichen Geschwin-

digkeit wie im ersten Teil weiter. Stelle fir die neue Fluggerade eine Vektorgleichung \7(t)
auf.
Als das Flugzeug in P ist, kommt Wind auf.

12
Die Richtung und wird durch den Vektor w=|-18 beschrieben,
18

die Lange des Vektors gibt die Windgeschwindigkeit in km/h an.
(i) Berechne die Windgeschwindigkeit.

(i) Auf welchen Kurs G(t) treibt der Wind das Flugzeug ab?

(i) Welchen \7(t) Kurs musste der Pilot steuern, damit er durch die Windeinwirkung auf dem
urspringlichen Kurs bleibt? Wie andert sich seine Geschwindigkeit?
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Losungen

a) In 10 Minuten erfahrt das Flugzeug eine ,Verschiebung“ um den Vektor
—20—(—35) 15
v=| 35-50 |[=|-15 ; Man kann den Punkt Q um diese Verschiebung (mehrfach) weiter-
10-10 0
bewegen, also die x—Koordinate um 15 erh6hen und die y—Koordinate um 15 senken:

Zeit t 0 10 20 30 40 50
Position | P(=35|50]|10) | (—20|35|10) | (-5/20]10) | (10|5]10) | (25]-10]10) | (40]-25]10)
Man muss den Bewegungsvektor pro Zeiteinheit mit der Anzahl der Zeiteinheiten multiplizie-
ren und zum Ortsvektor der Position zum Zeitpunkt O addieren:

—-35 15 —-35 15
x()=| 50 |+r|—15| (rin 10 min) oder x(t)=| 50 |+ t|—15](tin min)
10 0 10 0
b) Nein, da die Hohe (z—Koordinate) unverandert bei 10 km bleibt.
15
c) Lange des Bewegungsvektors fiir 10 Minuten: ||—15| = 450 ~21,21 [km]
0

= Die Geschwindigkeit betragt 6-21,21=127,26 [km/h]

Allgemein: Ist uder Richtungsvektor auf einer geradlinigen Flugbahn, so gibt |ﬁ | %die Geschwin-

digkeit an (LE= Langeneinheit des Koordinatensystems; ZE= Zeiteinheit fir den |ﬁ |

-35
c) Gesuchtist die Lange des VektorsOP: ‘O_I5‘ =| 50 |[= /3825~ 61,85 [km]
10
-20
d) Entfernung des VektorsO_Cj: ‘(Yj‘ =| 35 |[= Y1725~ 41,53 [km];
Was hinter ,als” steht, 10

kommt in den Nenner!

=67,16%; 100% — 67,16%= 32,84%.

Die Entfernung hat sich um 33 Prozent verringert.

Binomische Formeln!
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f) Im Unterschied zu d) und e) muss jetzt die Entfernung allgemein in Abh&ngigkeit von t
berechnet werden: Allgemeiner Positionsvektor nach t Minuten ist :

35\ (15) (-35+t-15
x(t)=| 50 |+t|-15|=| 50—15t
10 0 10
—35+1t-15
Lange dieses Vektors: |50+ t-(~15) || = /(15t—35)? + (50 —1,5t)? +100 = /4,5t> — 255t + 3825
10

[Kontrollméglichkeit: die allgemeine Formel muss fur die Spezialfalle in d) und e) das schon errech-
nete Ergebnis erbringen: d(0) = 43825 und d(10) = 1725 stimmen exakt mit den Werten in d)

und e) Uberein. ]

f) Das Minimum der Abstandsfunktion d(t) muss berechnet werden.
d(t) = \,/4,5t2 — 255t 4 3825 wird minimal, wenn der Radikand (Term unter der Wurzel) minimal
wird. Also genligt es die Zeit zu bestimmen, an der d2(t): 4,5t? — 255t + 3825 minimal wird.

(d2)’=9t—255 =0cot= 28%; (d2)”= 9 > 0 = Minimum (absolutes Min. da einziger Extremwert)

Der Abstand ist nach 28 min 20 s minimal. Einsetzen dieser Zeit in die Abstandsfunktion:

Der Abstand betragt d(ZS%) = \/4,5(28§)2 —255. 28§ + 3825 ~ 14,58 [km]

[Zusatz: Das Flugzeug befindet sich dann im Punkt

(—35+28% -1,5|50—28% 1,5/10) = (7,5(7,5[10)

-35 15 7,5
Der zugehdrige Positionsvektor ist ;((28%): 50 +28% —-15(=|7,5)| .]
10 0 10
30
g) () Richtungsvektor fur die 15 Minuten Sinkflug : (ﬁ :()?—(Y) =|-25|;
-2
—20 30 —20 2
s()=0Q+t-QR =| 35 |+t|—25] (tin 15 min) < s(r)=| 35 |+r| —=5/3 | (rin min)
10 -2 10 —2/15

Allgemein: Sind A und B zwei Punkte einer Geraden, so ist )?(t) —0A+t-AB eine vektorielle Glei-
chung dieser Geraden (Punkt—Richtungsform der Geraden).

Den Richtungsvektor AB kann man durch ein beliebiges Vielfaches von AB austauschen
(Bei einem Flugzeug wirde man dadurch nur die Zeiteinheit andern (s.0.), die Flugbahn bleibt
dieselbe.)

Den Stiitzvektor OA kann man durch einen beliebigen anderen Ortsvektor eines Punktes auf der
Geraden austauschen. (Fur das Flugzeug bedeutet dies nur, dass man die Position andert, an
der man mit der Zeitrechnung beginnt.)
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30
h) (i) Lange des Richtungssvektors fiir 15 Minuten: || —25| = +1529 ~ 39,10 [km]
-2

= Die Geschwindigkeit betragt 4-39,10 = 156,41 [km/h]; 156,41: 127,26=1,2291
= Die Geschwindigkeit erhdht sich um ca. 23%.

30
g) (iii) Die Bewegung in z-Richtung (nach unten) zahlt nicht: 4-||—25| = 41525 ~ 156,20 [km/h]
0

Vi
Ist v= v, |der Richtungsvektor auf einer geradlinigen Flugbahn pro Zeiteinheit, so gibt

= «/vf +v5 die Geschwindigkeit Uber Grund in dieser Zeiteinheit an.

g) (iv) Es z&hlt nur die z—Komponente: in 15 Minuten sinkt das Flugzeug um 2 km
= Sinkgeschwindigkeit von 8 km/h.

Vi
Ist v= v, |der Richtungsvektor einer geradlinigen Flugbahn pro Zeiteinheit, so gibt
V3

[v3| die Sinkgeschwindigkeit in dieser Zeiteinheit an.

0) (v) Einfachste Losung: Der Pilot fliegt 8 km hoch (— z—Koordinate von R) und sinkt pro Viertel-
stunde um 2 km = er hat noch 1 Stunde Zeit.
Wenn man vom dem Zeitpunkt ausgeht, an dem sich das Flugzeug in Q befindet, so wirde der
Absturz nach 15 min + 1 h = 5-15 min erfolgen. Setzt man in die Gleichung

—20 30 130
§(t):(ﬁ+t-ﬁ =| 35 |+t|—25] fur t den Wert 5 ein, erhalt man 5(5): —90{.
10 -2 0

Man sollte sich nicht in S(130[-90|0) aufhalten.
Alternative: Beim Aufschlagpunkt muss die z—Koordinate null sein, d. h. 10+t:(-2) = 0 < t=5
Setzt man t= 5 ein, so erhalt man die obigen Koordinaten.

a Vi
Um den Schnittpunkt einer Geraden )?(t):(TAH'NB' =la,|+t]Vv,
as V3

mit der xy—Ebene zu erhalten, setzt man die z—Koordinate gleich 0 [az+t-v3 = 0],
I6st die Gleichung nach t auf und setzt den Wert in die Geradengleichung ein.
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(i) Da die Richtung und die Geschwindigkeit des Flugzeuges gleich bleiben, kann man den Rich-
tungsvektor der ersten Geradengleichung ibernehmen, Als Stutzvektor nimmt man den Orts-
vektor von R, weil dieser ein Punkt der neuen Flugbahn ist. p 0

—_—
10) (15 10) (15 AN

v(t) =|10|+t|—15] (tin 10 min) oder v(t) = |10 |+ t|—15](t in min) R
8 0 8 0

12 Gleiche Zeiteinheit
i) () ||-18| =792 ~ 28,14 [km/h] beachten!
18
15 12 0,2
j) (ii) Am Flugzeug ,ziehen® pro Minute die Krafte |[—1,5| und 6i -18(=(-0,3
0 18 0,3
15 0,2 17
Die resultierende Kraft ergibt sich als Addition dieser Vektoren: (—15(+|—0,3|=[—18
0 0,3 0,3
-35 17
Neue Flugbahn des Flugzeuges G(t) =| 50 |+t|—218]|(tin min)
10 0,3

Beschreibt der Vektor \m Richtung und seine Lange die Geschwindigkeit des Windes und
der Vektor \Té die Richtung, in der das Flugzeug gesteuert wird, sowie die Lange von \TE die Ei-

gengeschwindigkeit des Flugzeuges, so beschreibt der Vektor \E = \E+ \m die tatsachliche
Richtung und seine Lange die tatsachliche Geschwindigkeit des Flugzeuges.

Die nachfolgende Skizze beschreibt diesen mit ,Winddreieck“ benannten Zusammenhang:

Wl

Winddreieck

Zum Vergleich: ein Schwimmer, der einen Fluss Uberqueren will und geradewegs auf das
gegentberliegende Ufer mit einer bestimmten Geschwindigkeit zuschwimmt, wird von der Str6-

mung abgetrieben werden, seine tatsachliche Richtung und Geschwindigkeit wird durch \Ewie-
dergegeben.

J) (iii) Der Pilot wird nicht tatenlos zusehen, wie ihn der Wind vom gewinschten Kurs wegtreibt.
Da er in der Schule bei der Vektorrechnung aufgepasst hat und in seiner Ausbildung das Wind-

dreieck kennengelernt hat, wird er seinen Kurs und seine Geschwindigkeit \TE S0 bestimmen,
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15
dass \E genau mit seinem gewulnschten Richtungsvektor |—1,5| Ubereinstimmt:

0
15 0,2 13) | 13

Vg = VE+ Vyy & |-15|= vg +|-03| & vg =|-12[; | -12| ~ 1,79 km/min = 107,67 km/h
0 0,3 -03) [-03

(Das Flugzeug hat also eher Riickenwind und kann seine Geschwindigkeit um ca. 20 km/h dros-
seln, um mit der alten Geschwindigkeit in die gewtuinschte Richtung zu fliegen.)
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Aufgabe 1 (Drachenprisma) |
Gegeben sind die Punkte
A(4]-1[1), B(7|1]|0), C(4|7|-3), D(1]|1]0) und F(3]0|6).

a) Zeichne zunachst das Viereck ABCD in ein
Standard—Koordinatensystem.

b) Zeige rechnerisch, dass die Dreiecke ABD und BCD
gleichschenklig sind.

c) Berechne den Schnittpunkt M der Geraden
g(B,D) und h(A,C).

Welche besondere Lage hat M?

d) Bestimme den Punkt E so, dass BEDA ein
Parallelogramm ist.

Welches besondere Parallelogramm liegt vor?

e) Untersuche rechnerisch, ob der Punkt P(4|3|-1)
auf der Geraden h(A,C) liegt. ~c

f) Ermittle den Flacheninhalt des Vierecks ABCD.

g) Durch das Viereck ABCD und den Punkt F wird ein Prisma festgelegt (siehe Zeichnung; die Fl&-
chen ABCD und FGHI sind parallel). Bestimme die Koordinaten der Punkte G, H und | und trage
die Punkte in deine Zeichnung ein.

Verbinde so wie in der Skizze zu einem Prisma.

h) Ermittle die Koordinaten des Mittelpunkts der Strecke BH.

i) Untersuche, ob das Viereck BCHG ein Rechteck ist.

j) Um wie viel Prozent ist die Strecke AM kiirzer als die Strecke AC?

L6ésung Aufgabe Drachenprisma
a) Zur Kontrolle: Koordinaten der Punkte im xy—Koordinatensystem:
A'(=3]-1); B'(-2,5]-3,5); C'(5I-5); D’(0,5]-0,5); F'(-1,5/4,5)

3 -3 -3 3
b)‘/ﬁ‘: 2 =414 ‘ﬁ‘: 2 |=14: ‘B_C"= 6 =\/5_4;‘D_c"= 6 |=54
-1 -1 -3 -3
c) Nach b) ist ABCD ein Drachenviereck, sodass M auf der Mitte von BD liegt = M(4|1|0)
7 -3 4
d) OE=OB+AD=|1|+| 2 |=| 3 |; E(4|3]-1). DA ABED ein Parallelogramm ist und zudem nach
0 -1 -1

Aufgabe b) ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ gilt, muss ABED (mindestens) eine Raute sein.

Ist das Viereck sogar ein Quadrat? Dazu missten zuséatzlich die Diagonalen gleich lang sein:

0 6
‘ATE‘: 4 | =20+ ‘ETJ‘: 0 |=6 = ABED kein Quadrat.
2 0

e) Da das Viereck ABCD ein Drachenviereck ist, und P gleich E ist, muss der P auf der Diagonalen
liegen.

1 .
) Abrachenviereck = > e-f (halbes Produkt der Diagonalen):

:%-‘AT:‘-‘@‘:%-\/% .6 = 3/80 ~ 26,83 FE
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-1
g) Alle Punkte des Drachens werden mit dem Vektor AF=| 1 |verschoben:
5
OG = OB + AF; G(6]2|5) ; OH=O0C + AF; H(3|8|2) ; Ol = OD + AF; 1(0]25) h) MBH(5|4,5|1)
-4 2
i) ‘B_'H‘ =l 7 |=69 = ‘Cﬁ‘ =| -5 | =+/93 = Diagonalen verschieden lang = kein Rechteck

0

)] ‘EF@ (s.0.); ‘Aﬂ‘ =l 2 [\5; £:0,25; AM ist um 75% kirzer als AC.
B

Losungen zu Aufgabe 2 ,,Berechnungen an einem Tetraeder
a) Alle drei Seiten sind 12\/§ LE lang; b) S((9-3-3):3|(—4+8-4):3|(—2—2+10):3) = S(1|0]2)
c) Die Seitenlangen AD, BD und CD betragen alle /288 = 122 LE.

d) (1) OW = OMqp +%Ké = W(-3|8|10) (Achtung! Man kann W aus der Zeichnung ablesen, wenn

man nachweist, dass die Kanten des Wirfels parallel zu den Achsen verlaufen.)
(2) Mas(3|2|-2); Mac(=3(2|4); McD(3(2|10); MpA(9]2]4);
(3) ‘MABMBC‘ =\72= ‘MDAMCD‘ = Das Viereck ist ein Parallelogramm.

Diagonalen: ‘MABMCD‘ :‘MBCMSDA‘ =12 = Rechteck;

2 benachbarte Seitenlangen: ‘MABMAD‘ = ‘MABMBC‘ =12 /2 = Quadrat

12
= MgcM,, =| 0 | = Diagonalen mit 12 LE gleich lang = Rechteck.
0
0
MpeMcp = O
12
-6 6
(3) m =| 0 |; MM, =| O | = Das Viereck ist ein Parallelogramm.
6 -6
0 12
MM, =| O [= MM, =| O | = Diagonalen mit 12 LE gleich lang = Rechteck.
12 0
6
‘MABMDA‘ =l 0|=6v2 = ‘m‘ = 2 benachbarte Seiten sind gleich lang = Quadrat
6
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(4) T(3|2/|4) ist der Mittelpunkt der Strecke AW und somit der Mittelpunkt des Wiirfels.
Daher ist der gesuchte Abstand eine halbe Wiirfellange : d(T, AD) = 6 LE.
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Aufgabe 1

Ein Architekturbiro entwirft fir ein Museum eine dreiseitige Pyramide, die durch eine farbige Glas-

platte unterbrochen wird. Die Pyramide OPQS ist gegeben durch

0(0]0]0), P(6]6]|0), Q(2]|8]|0) und S(4]6|10) [Angaben in m], S

die Glasplatte durch P(6]6]0), Q(2|8|0) und den Mittelpunkt A der

Strecke OS.

a) Berechne die Koordinaten vom A.

b) Zeige, dass das Dreieck PQA gleichschenklig, aber nicht recht-
winklig ist und bestimme den Flacheninhalt der Glasplatte sowie
deren Kosten, falls 1 m? 150 € kostet.

d) Der Punkt F(2|2|6) liegt in der Dreiecksebene PQA. (Nachweis
nicht notig.) Zeige: FS ist eine Hohe der Pyramide OPQA ist.

e) In welchem Verhéltnis unterteilt die Glasplatte das Volumen der
Pyramide?

f) Bei Dunkelheit wird die Pyramide durch einen Strahler

3

angestrahlt, wobei das Licht in Richtung \7{1} fallt. Berechne
-5

den Schattenpunkt S* der Pyramidenspitze S auf dem Boden.

h) Zeige, dass S* auf der Verlangerung der Pyramidenkante PQ liegt.
Beschreibe anhand der Grafik oben, wo S* liegt.
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LOosungen
a) A=Mos = A(2|3|5)

4 0
b) ‘ﬁ‘ = 3 |=+50; ‘A—Q = 5 |=+/50; (gleichschenkliges Dreieck);
-5 -5
4] |2 4
:% ‘@HWQA‘ = % A2 (-113]-17]= %\/2_0 /45 =15 m?; Die Kosten betragen 2250 €.
5 0
2
d) FS=|4|; SF-AP=2-4+4.-3+4-(=5)=0 und SF-AQ= 2.0+4.5+4.(—5)=0; da SF auf zwei Seiten
4

des Dreiecks senkrechts steht, steht der Vektor senkrecht auf der Dreiecksflache, damit ist
h:‘ST:‘: 6 die Lange der Hohe der Pyramide APQS.

e) Obere Pyramide: Vapos = %-156 =30 [m?

Die gesamte Pyramide OPQA hat das Dreieck OPQ aus Grundflache und da diese Grundflache
in der xy—Ebene liegt, ist der z—Wert von S die Hohenlange, also h = 10.
Das Grunddreieck ist nicht gleichschenklig, also muss man die Héhe (z.B.) von O auf PQ be-

rechnen, indem man den Punkt G auf g(P,Q) bestimmt, fir den OG L PQ ist.
6 -4 6 -4 -4 3,6

OG=|6|+r| 2 |;||6|+r: 2 ||| 2 |20 -12+r-20=0 < = 0,6; h=|0G|=| 7.2 | = 18;/5
0 0 0 0 0 0
Aopo = %-\/%-18;/5 =18 [M?. Vopga = %-18-10 = 60 [mI.
Die Glasplatte halbiert die Pyramide.
4 3
g) Schattengerade: g: x=|6|+t|—1 ; FUr den Punkt S* auf dem Boden gilt
10 -5
z=0 < 10-5t=0 < t=2 = S*(10]4/0);
6 —4 6 —4) (10
h) Punktprobe: h(PQ): X =|6|+t-| 2 |;S*eh < |6|+t-| 2 |=]| 4 | t=-1;
0 0 0 0 0

wenn man PQ lber P hinaus um |PQ| verlangert, erhalt man S*.
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Aufgabe

Vom Tower eines Flughafens aus wird die Bewegung der Flugzeuge beobachtet. Ihre Positionen
werden anhand der Koordinaten eines dreidimensionalen Koordinatensystems beschrieben, dessen
Ursprung im Tower liegt.

Alle Koordinaten sind in der Einheit 100m angegeben.

a) Ein Flugzeug bewegt sich geradlinig im Horizontalflug. Es durchfliegt zun&chst den
Punkt P(-510|441|40) und 100 Sekunden spater den Punkt Q(490|-241|40).
i) Stellen Sie eine vektorielle Gleichung der Geraden g auf, die die Bewegung des Flugzeugs
beschreibt.

i) Welche Geschwindigkeit in m/s hat das Flugzeug tber Grund?
iii) Wie viel Kilometer ist das Flugzeug im Punkt P vom Tower entfernt?

b) Der Pilot bekommt die Anweisung, auf Sinkflug zu gehen. Dieser soll eine Minute nach
Durchfliegen des Punktes Q beginnen und innerhalb von 2,5 Minuten geradlinig auf die
verminderte Hohe 2800m fuhren. Dabei soll die Horizontalgeschwindigkeit unveréndert bleiben.
Ermittle die Koordinaten des Punktes R, den das Flugzeug mit dem Ende des Sinkfluges
erreicht.

c) Beim Durchfliegen des Punktes R(-202|177|24) beginnt die letzte Phase des Landeanfluges. Der
Zeitmesser des Bordcomputers wird in R auf Null gesetzt und das Flugzeug bewegt sich auf der

—202 0,7
Geraden h mit der Gleichung x=| 177 |+t| —0,6 (t = Zeit in Sekunden).
24 —0,08

Wahrend dieses Landeanfluges startet eine andere Maschine im Punkt
V(-27]|123]0) ; sie bewegt sich geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit und erreicht nach
50 Sekunden den Punkt W(-32|93|2).

i) Kreuzen sich beide Flugbahnen? Wenn ja, in welchem Punkt?

i) Der Start der zweiten Maschine geschieht 100 Sekunden nach dem Zeitpunkt, in dem die erste
Maschine die Position R durchfliegt. Warum gibt es keine Kollision?

iii) Wie grol3 ist der geringste Abstand beider Maschinen?
iv) Unter welchem Winkel startet die zweite Maschine?
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Losungen

—510 10
a) (i) Geradengleichung: g: ;((t):a?#t'ﬁ@:(f’#t-\?: 441 |+1t|—6,82];
40 0

(i) Geschwindigkeit: v = M — J10% 1 6,822 ~ 12,1- 100 m /s = 1210 m/s [= 4356 km/h I11]

1] stand zum Tower: P:_': + + I~ , = m= , m
(iii)Abstand T dy = |OP| = \/510% + 441> + 40° ~ 675,4117 £ 67541,17 67,54 k

b) Positionen P Q T
Sekunden ab P 0 100 160

Berechnung von T: g(160) = OT = OP +160 - v = T(1090|-650,2|40) .
Sinkgeschwindigkeit: in 2,5 min = 150 s von 4000 m auf 2800 m £ 12 LE in 150 s

1090 10
Sinkgerades:;<(r) :ﬁ+r-7v: —650,2|+r1—6,82|;rins seit T.
40 —0,08
2590
Ende des Sinkfluges: OR = s(150) = | —1673,2| = R(2590|-673,2|28).
28
2590
Alternative: g(160+150)= g(310) = | —-1673,2 | (Position ohne Sinken)
40
= R(2590]-673,2|40-12=28).
—27 -0,1
c) () 2. Maschine auf k:)?(r) :OT/+r-5—1()W =123 |+r|-0,6{;
0 0,04

0,7t+0,Ir =175
hnk:{ —0,6t+0,6r=—-54 < t=230 A r=140; Schnittpunkt S(—41|39|5,6)
—0,08t—0,04r =—-24

c)(ii) Keine Kollision, da das erste Flugzeug S nach 230 s, das zweite aber nach 140+100=240 s,
also 10 s spéter erreicht.

c)(iii) Minimaler Abstand: Einheitliche Zeitmessung:

—202 0,7 —132 0,7
K:y(r+100) =| 177 |+(r +100)| —0,6 |=| 117 |+r| —0,6 |;
24 —0,08 16 —0,08

Es genugt, den quadratischen Abstand d2 ZuU minimieren.

105 - 0,8r
a2 :‘;((r) - §(r)‘ — 6 — (105—0,8r)? + 62 + (0,12r —16)? = 0,6544r°—171,84r +11317
~16+0,12r

d%(r) = 1,3088t-171,84 = 0 <> t ~ 131,3 : d*"(131,3)>0 = Min. d(131,3) ~ 6,005 2 600,5 m
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-17 -0,1
Alternative: Zeitrechnung von F1: F2 100 s zurtick: F, ‘x =|183 +1|—-0,6

—4) 10,04
-185 0,8
d®) =g —hm)|= | -6 |+t:| 0 |=(~185+0,8t)2+36+(28—0,121)?
28 0,12

Es geniigt f(f)=d(t) zu minimieren. f(t)= 0,6544t°>~307,72t+35045; f(t)= 1,3088t—307,72=0
& t~ 231,30 d(231,3) ~ 6,005 [100 m] = 600,5 m

(iv) Dreieck VW'W mit W’(—32|93]0) tan o = = o~ 3,76°

2
\25+900
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Lickentext zur Hesse’'schen Normalenform
1. Eine Gleichung der Form n-x =d ist eine HNF, falls ...

Eine HNF liegt bei den folgenden Beispielen vor im Fall...

1/3 [ 1 [
a) [2/3|x=-5 b) ~Z|2|x=-5 o) |2|x-5=0 d) —522—520
213 2 2 2

2. In der HNF zeigt der NV ﬁ, vom Ursprung aus gesehen,.................

3. Inder HNF gibt die Zahl d ... an.

4. Eq: rTi X — d1=0und E>: rTZ' X - d> =0 seien die HNFen zweier Ebenen.
a) E1 ist zu Ep parallel, falls ...
b) E1 ist mit E2 identisch, falls ...

S5.IstE1: ﬁi .x —d1 =0 die HNF einer Ebene, so lautet die HNF der anderen,
zu E1 parallelen Ebene, die den gleichen Abstand zum Nullpunkt
besitzt: E :

6. Verdeutliche anhand einer Schnittzeichnung (Ebenen werden als
Geraden gezeichnet) die Lage der Ebenen aus Aufgabe 1 zueinander.

7.1stn-x -d =0 eine HNF und F der FuRpunkt des Lotes vom Nullpunkt
auf die Ebene, so gilt OF =

8.1st n-x —d =0 eine HNF und P ein beliebiger Punkt, so gilt fir den
Abstand d(P, E) des Punktes von der Ebene: d(P,E) =

9.1st n-x —d =0 eine HNF, P ein Punkt, der nicht auf der Seite der Ebene
liegt, in der der Ursprung O liegt, und F der Ful3punkt des Lotes von P

auf die Ebene E, so gilt: OF =

10. n-x —d =0 eine HNF, P ein Punkt, der auf der Seite der Ebene
liegt, in der der Nullpunkt liegt, und F der Ful3punkt des Lotes von P

auf die Ebene E, so gilt: OF =
11. Zwei in Normalenform (nicht unbedingt HNF !)gegebene Ebenen sind
parallel, falls...

10. Um zu einer Parameterform E : X = x_o'+r§+35 einer Ebene eine NF
zu ermitteln, geht man folgendermalR3en vor:

11. Um zu einer Normalenform E: n-x —d =0 einer Ebene eine Parameter-
form zu ermitteln, geht man folgendermaf3en vor:
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Lickentext zur Hesse’schen Normalenform: Losungen
1a) Eine Gleichung der Form n-x =d ist eine HNF, falls ‘ﬁ‘ =1 und d =0 ist.

Eine HNF liegt bei den folgenden Beispielen vor im Fall d)
[ bei a) und b) ist d<0: bei c) ist \ﬁ\ = 3]

2. In der HNF zeigt der NV ﬁ, vom Ursprung aus gesehen, zur Ebene hin.

3. In der HNF gibt die Zahl d den Abstand der Ebene zum Ursprung an.
4. E1:n-x—-d1=0und E2: n,-x —d2 =0 seien die HNFen zweier Ebenen.

a) Ep ist zu E2 parallel, falls rT; = rTz'oder ﬁ; = —nj gilt.
b) E1 ist mit E2 identisch, falls die Gleichungen identisch sind.
5.IstE1: ri .x —d1 =0 die HNF einer Ebene, so lautet die HNF der anderen, zu Eq parallelen

Ebene, die den gleichen Abstand zum Nullpunkt besitzt: E : —rTl' X —dy =0

6. Verdeutliche anhand einer Schnittzeichnung (Ebenen werden als
Geraden gezeichnet) die Lage der Ebenen aus Aufgabe 1 zueinander.

7.1stn-x -d =0 eine HNF und F der FuRpunkt des Lotes vom Nullpunkt
auf die Ebene, so gilt OF =

8.1st n-x —d =0 eine HNF und P ein beliebiger Punkt, so gilt fur den
Abstand d(P, E) des Punktes von der Ebene: d(P,E) =

9.1st n-x —d =0 eine HNF, P ein Punkt, der nicht auf der Seite der Ebene
liegt, in der der Ursprung O liegt, und F der Ful3punkt des Lotes von P

auf die Ebene E, so gilt: OF =

10. n-x —d =0 eine HNF, P ein Punkt, der auf der Seite der Ebene
liegt, in der der Nullpunkt liegt, und F der Ful3punkt des Lotes von P

auf die Ebene E, so gilt: OF =
11. Zwei in Normalenform (nicht unbedingt HNF !)gegebene Ebenen sind
parallel, falls ihnre Normalenvektoren parallel/kollinear sind.

10. Um zu einer Parameterform E: x =X, +ra-+sb einer Ebene eine Normalenform
zu ermitteln, geht man folgendermafRen vor: man berechnet mit n=axb einen
Normalenvektor und setzt ihn in die Formel n-x=n-x, ein.

11. Um zu einer Normalenform E: n-x —d =0 einer Ebene eine Parameter-
form aufzustellen, ermittelt man 3 Punkte A, B und C, die alle auf der Ebene (aber nicht auf einer

Geraden) liegen und bildet die Gleichung X=0A+r-AB+s-AC
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Richtig oder falsch? Verbessere die falschen Aussagen.

(Abkurzungen: SV = Stutzvektor; RV = Richtungsvektor; NV = Normalenvektor; PF=Parameterform;
NF=Normalenform; KF=Koordinatenform)

1. Zwei Geraden verlaufen parallel zueinander, falls ihre Richtungsvektoren kollinear sind.
2. Zwei Geraden schneiden sich, falls ihre RV nicht kollinear sind.
3. Zwei Geraden schneiden sich senkrecht, wenn das SP der SV null ist.

4. Zwei Geraden, die zwei gemeinsame Punkte haben, haben auch drei gemeinsame Punkte.
5. Ebenen sind parallel, wenn ihre RV kollinear sind.

6. Zu einer Ebene gibt es eine eindeutige Koordinatenform.

7. Bei zwei Ebenen unterscheidet man 3 verschiedene Lagebeziehungen zueinander.

8. Bei zwei Geraden unterscheidet man 3 verschiedene Lagebeziehungen zueinander.

9. Ebenen haben mindestens zwei Achsenabschnitte.

10.Hat der NV einer Ebene nur eine von 0 verschiedene Komponente, so liegt eine Koordina-
tenebene (d.h. xy—, xz— oder yz—Ebene) vor.

11.Eine Gerade verlauft senkrecht zu einer Ebene, wenn das SP aus RV und NV O ist.

12.Alle RV einer Gerade sind kollinear.
13.Alle NV einer Ebene sind kollinear.

14.Wenn man bei der KF einer Ebene eine Aquivalenzumformung vornimmt, andert sich die
Ebene.

15.Drei Ebenen haben keine oder unendlich viele gemeinsame Punkte.
16.Zwei Ebenen kénnen genau einen gemeinsamen Schnittpunkt haben.
17.Wenn die NV zweier Ebenen kollinear sind, schneiden sich die Ebenen senkrecht.

18.Wenn die KF zweier Ebenen nicht aquivalent sind, sind die NV nicht kollinear.

19. Die Schnittpunkte der Ebene E: n-x =c und der Gerade g: X =U+t-vsind die Losungen der
Gleichung ﬁ.ﬂ+t-(ﬁ-\7): C.

20.Das Kreuzprodukt zweier senkrecht aufeinander stehender Vektoren ist O.
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Richtig oder falsch? Verbesserung der falschen Aussagen.

Zwei Geraden verlaufen parallel zueinander, falls ihre Richtungsvektoren kollinear sind.

Zwei Geraden schneiden sich oder sind windschief, falls ihre RV nicht kollinear sind.

Zwei sich schneidende Geraden schneiden sich senkrecht, wenn das SP der RV null ist.

Zwei Geraden, die zwei gemeinsame Punkte haben, sind identisch (und haben demnach

auch drei gemeinsame Punkte).

Ebenen sind parallel, wenn ihre RV der einen Ebene jeweils eine Linearkombination der RV

der anderen Eben sind: u,=a-u,+b-v, und v,=c-u, +d-v,

Zu einer Ebene gibt es unendlich viele Koordinatenform, die aber alle aquivalent sind.

Bei zwei Ebenen unterscheidet man 3 verschiedene Lagebeziehungen zueinander: echt pa-

rallel, identisch oder schneidend.

8. Bei zwei Geraden unterscheidet man 4 verschiedene Lagebeziehungen zueinander:
echt parallel, identisch, (senkrecht) schneidend oder windschief

9. Ebenen haben mindestens einen Achsenabschnitt.

10.Hat der NV einer Ebene nur eine von 0 verschiedene Komponente, so liegt eine Ebene paral-
lel zu einer Koordinatenebene (xy—, xz— oder yz—Ebene) vor.

11.Eine Gerade verlauft senkrecht zu einer Ebene, wenn das SP aus RV und NV 0 ist.

12.Alle RV einer Gerade sind kollinear.

13.Alle NV einer Ebene sind kollinear.

14.Wenn man bei der KF einer Ebene eine Aquivalenzumformung vornimmt, &ndert sich die
Ebene nicht.

15.Drei Ebenen haben keinen (— echt parallel) einen oder unendlich viele (Schnittgerade oder
identische Ebenen) gemeinsame Punkte. (siehe Abbildungen Buch S. 226)

16.Zwei Ebenen haben entweder keinen Schnittpunkt gemeinsam ( — echt parallel) oder unend-
lich viele Schnittpunkte gemeinsam ( — identisch oder gemeinsame Schnittgerade)

17.Wenn die NV zweier Ebenen kollinear sind, dann verlaufen die Ebenen parallel zueinander.

18.Wenn die KF zweier Ebenen nicht aquivalent sind, kdnnen die NV kollinear oder nicht kolli-

near sein (Lage echt parallel oder schneidend).

19. Die Schnittpunkte der Ebene E: n-x =c und der Gerade g: X =U+t-vsind die Losungen der

PwpE

o

N o

Gleichung n-u+t-(n-v)=c.gnE: n-(u+t-v)=c< n-u+t-(n-v)=c
(DG; AG der Skalarmultiplikation)

20.Das Skalarprodukt zweier senkrecht aufeinander stehender Vektoren ist O.
(Das Kreuzprodukt ist ein Vektor und damit niemals eine Zahl.)
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Vergleich Parameterform und Normalform/Koordinatenform
Lésungen von Aufgaben aus dem Buch Lambacher Schweizer LK 2011

2 35
S. 207 A.4a) TR (1 ) 3]: r=s=1; 3. Gleichung: 2+7+2 =14 (w); A E;B¢E;C¢cE

S.216 A.2 E:2x—-5y +7z=-15 a) 2:2+7-(-5)+1.7=-24 #-15A ¢ E
Entsprechend: B und C liegen auf E, D nicht.

1 0 -1 0 -1 0 0) (1
S. 216 A. 3a) E: x=[1|+r-|-1|+s-| 0 (PF); | -1{x{ O |=| 0 |;] O ||1|=-1;
1 0 0 0 0 -1) (-1 (1
0
E:|0|x=-1(NF) ©@-z=-1<z=1 (KF); D&E,dazp=3#1.
-1
-1 -2 2 -2 2 4 1) (1) (-1
b)E:;<: 2 |+r-|-1|+s-|-3|(PF); | -1|x|-3|=|0|=2:{0|;|0]:| 2 |=-1
0 1 -1 1 -1 8 2 2 0

E:x+2z=-1(KF); 1:(-7)+2:3=-1 (w); D¢ E.
2 2
S.208 A.12a) TR (3 3} =r=1At=0; 3.Gl:2+1.1=3+0-1(w) S(3[4|3)

0
3 2 1 0 1 1
E: x=|4|+r-[3|+s:{0| b)S(O0-2|0); E: x=| -2 |+r-|1|+5S-| 2
3 1 1 0 1 3

S. 221 A. 1a) X1 = 4+t; x,=6+2t; x3 = 2+3t Einsetzen in E:

2(4+t)+4(6+2t)+6(2+3t)=16 < 44+28t=16 < t = -1 = S(3|4]-1)

b) 5(6+2t)-7(2+3t)=13 < 16-11t=13 < t = 3 = S(4i |6E |23)
11 11" 11 11

c)=>a) d) 3(4+t)—(2+3t)=10 < 10=10 = g liegtin E

e) 3(4+t)—(2+3t)=12 < 10=12 = g verlauft echt parallel zu E

f) 4(4+t)-5(6+2t)=11 < -14-6t=11 <t = —2—65; S(—% | —2% | —10%)
S. 221 A. 3a) b) Wie Aufgabe 1; Losung im Buch
3 0 3
S. 243 A. 1a) Lotgerade I: X=|-1]+t-|3|=| -1+3t| = x1 = 3; Xp = —1+3t; X3 = 7+4t;
7 4 7+ 4t
Eins. in E: 3-(—=1+3t)+4-(7+41)=0 < 25t +25=0 < t = -1 = F(3|-4|3) W:\ = J9+16 =5 [LE]
-2 12 —2+12t
b) E:12x+6y—42=13; x=|0 |+t 6 |= 6t ; Einsetzen in E:
3 -4 3-4t
12(—2+12t)+6-6t—4(3—41)=13 < 196t -36 =13 < t = 0,25; F(1]1,5]2); ‘ﬁ:‘ = 3,5 [LE]
5 -1 0 2 0 5 -1 0 O
c) NV zu E: n=|5|x/0|=]1 ; Lotgerade: Lx=| 4 [+t1 ' ENng:TR|5 0 -1 3 |=>t=—
-1) (0 5 13 5 -1 0 -5 15

3 = F(2[1]-2); W:\: J0? +3% +152 = 234 ~ 15,30
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S. 221 A. 2a) r=5; s=4; t=1; S(5|9|10);
b) keine eindeutige Losung: g liegt entweder in E oder g verlauft echt parallel zu E.
4 0 20

Punktprobe: TR ( j =r=5As=7=(22]-18|-7) e E= g liegtin E.

o 1 -7 -3 4 0 -4 20
S221A.2a)TR|-1 0 -8 .-3|=t=1;S(5/9|10) b) TR | -7 4 -1 -19 | = keine eindeuti-
1 3 6 1 1 3 5 -7

ge L6sung = g liegt entweder in E oder g verlauft echt parallel zu E.

4 0 20 .
Punktprobe: TR =r=5As=7=(22-18|-7) e E= g liegtin E.
S. 221 A. 1 X3 = 4+t; Xp=6+2t; X3 = 2+3t Einsetzen in E:
a) 2(4+t)+4(6+2t)+6(2+3t)=16 < 44+28t=16 < t = -1 = S(3]4|-1)
b) 5(6+2t)-7(2+3t)=13 < 16-11t=13 < t = 3 = S(4i |6E |23)
11 11" 11 11
c)=>a) d) 3(4+t)—(2+3t)=10 < 10=10 = g liegtin E
e) 3(4+t)—(2+3t)=12 < 10=12 = g verlauft echt parallel zu E
f) 4(4+1)-5(6+21)=11 < -14-6t=11 <t = —%; S(—% | —2% | —10%)
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Abiturprifung 2013 Mathematik, Leistungskurs HT4

An einer Schule wird eine Mathematikausstellung unter dem Motto ,Mathematik zum
Anfassen und Mitmachen® ausgerichtet.

Eines der ausgestellten Experimente besteht aus einer anndhernd punktférmigen Lichtquelle,
einer Leinwand, auf die verschiedene unregelmafiige Dreiecke gezeichnet sind, und einem
Drahtmodell eines gleichschenkligen, rechtwinkligen Dreiecks. Dieses Drahtmodell gilt es

so zwischen Lichtquelle und Leinwand zu halten, dass sein Schatten exakt mit einem der
Dreiecke auf der Leinwand zur Deckung gebracht wird.

Die Abbildung zeigt eine Prinzipdarstellung des Experiments.

In dieser Aufgabe ist die Leinwand
Teil der x2xs -Ebene, die Position der |
L|Chtque"e ist L(4O |1O |10), die Lan- Leinwand
geneinheit 1 dm.

_ Schatten
Das Drahtmodell wird zunéachst so

zwischen Lichtquelle und Leinwand

gehalten, dass seine Ecken in den 1

Punkten A(30 |10 |10) , B(32|11]12) Drahrmode!{,]x

und C(31|12| 8) liegen. e
Lichtquelle ¢ X
X, Abbildung

a) (1) Berechnen Sie die Seitenlangen des Dreiecks ABC.
(2) Bestimmen Sie die Position des rechten Winkels im rechtwinkligen Dreieck ABC und
berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Dreiecks. (10 Punkte)

b) (1) Bestimmen Sie die Koordinaten der Eckpunkte A*, B* und C’ des Schattens, den
das Drahtmodell auf die Leinwand wirft.
(2) Zeigen Sie, dass bei der Projektion des Dreiecks ABC auf das Schattendreieck
A*B’ C' die GrolRen aller Innenwinkel verandert werden.

[Zur Kontrolle: A‘( 0|10 [10), B*(0 |15] 20), C'(O|%|%) ] (19 Punkte)

0122
3 3
aufgezeichnet. Das Drahtmodell wird so zwischen Lichtquelle und Leinwand gehalten, dass sein
Schatten mit dem Dreieck R’S’T‘ auf der Leinwand zur Deckung kommt.
Die Positionen S(26 |11]|7) und T(23| 8 |7) der beiden 45°-Ecken des Drahtmodells werden als
bekannt vorausgesetzt, wahrend die Position R der 90°-Ecke, deren Schatten auf der Leinwand
die Position R*' hat, bestimmt werden soll.
(1) Geben Sie eine Gleichung der Geraden LR‘ an, auf der der Lichtstrahl verlauft, der von der
Position L der Lichtquelle ausgeht und im Punkt R‘ auf die Leinwand trifft.
(2) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E, in der alle Punkte liegen, die von den
Punkten S und T gleichen Abstand haben. [Zur Kontrolle: E: x; + X, =34 ]
(3) Berechnen Sie nun die Koordinaten der Position R der 90°-Ecke des Drahtmodells.
(4) Die Position R kdnnte nicht mit Hilfe der Ebene E aus (2) bestimmt werden, wenn die
Position der Lichtquelle L in dieser Ebene lage.
Beschreiben Sie einen Losungsweg zur Bestimmung der Position R der 90°-Ecke des
Drahtmodells, der die Ebene E aus (2) nicht verwendet.

c) Auf der Leinwand ist das Dreieck R’S'T‘ mit den Eckpunkten R'[ j S'und T
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Lk M1* Q1 /Cn 4. Klausur Name: 5.5.2015

Aufgabe 1
Gegeben ist eine quadratische Pyramide ABCDE wie in der Zeichnung dargestellt; 1 LE £ 10 m.
a) Berechnen Sie das Volumen V in m® und die o ®  Eal)

Mantelflache M (= Oberflache der Seiten) der Py- 4 :

ramide in m?. i

b) Berechnen die L&nge einer Seitenkante und
ermitteln Sie, wie hoch die Pyramide sein musste,
wenn man verlangt, dass die Seitenkanten genau-
so lang sind wie die Seiten der Quadrates.

1
c) Sonnenstrahlen scheinen in Richtung v ={ -15 |. / 2clClo)
-15 %4

Berechnen Sie den Schattenpunkt E’ der Mastspitze E auf dem Boden.

d) Berechnen Sie zu den Seitendreiecken ABE, BCE und DCE die Schwerpunkte R,S und T.
Untersuchen Sie rechnerisch, ob ein besonderes Dreieck vorliegt.

Aufgabe 2

a) Untersuchen Sie die Lagebeziehung (echt parallel; identisch; schneidend; windschief) von g und
h sowie g und k. Berechnen Sie ggf. den Schnittpunkt.
(Bei Losungen mit TR Koeffizientenmatrix angeben!)

2 -2 -2 4 10 1
g:;(: 1)+r-| 1 |:hix=| 4 |+s:|-2|;: k x=| 6 |+t-| 4
8 4 3 -8 10 7
b) Geben Sie die Gleichung einer Geraden an, \
die die Gerade g aus a) senkrecht schneidet. \

c) Beschreiben Sie, wie man zu zwei gegebenen, sich schneidenden
Geraden g und h Gleichungen der Winkelhalbierenden w;
und w, ermitteln kann.

Aufgabe 3
In einem Koordinatensystem sind die Punkte
A(1|2|3), B(5]|0]-1), C(3|4]-5) und D(-1|6|-1) gegeben.

a) Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Quadrat ist.

b) Das Quadrat ABCD ist nun die Grundflache einer Pyramide, bei der die Spitze auf der Geraden
2
0: ;((t) =0M,, +t-| 2| liegt.
1
() Zeigen Sie, dass die Gerade senkrecht zur Quadratflache verlauft, indem Sie nachweisen,

dass der Richtungsvektor von g sowohl senkrecht zu AB als auch senkrecht zu AD
verlauft.

(i) Das Volumen der Pyramide soll 60 VE betragen.
Bestimmen Sie Lange der Pyramidenhdhe sowie die Koordinaten der beiden moglichen
Pyramidenspitzen S; und S,.
— Seite 2
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Lk M1* Q1 /Cn 4. Klausur Name: 5.5.2015
Seite 2

Aufgabe 4

Ein Erdsatellit, der aul3er Kontrolle geraten ist, bewegt sich im letzten Teil seines
Fluges auf geradliniger Bahn zur Erde. Seine Position wird zunachst in

Punkt P(188]-94|224) und ein Viertelstunde spater im Punkt Q(80|-40|170)
ausgemacht (Angaben in km).

Es wird angenommen, dass er sich mit etwa konstanter Geschwindigkeit bewegt.

Die Bewegung des Satelliten soll durch eine Geradengleichung erfasst werden,
bei der t die Zeit in Stunden nach dem Durchflug durch P misst.

188 —-432
a) Begrinden Sie, dass g: i(t) =|-94 |+t-| 216 |die gesuchte Gleichung ist.
224 -216

b) Berechnen Sie die Bahngeschwindigkeit vg und die Geschwindigkeit vg ,,uber Grund*®
in km/h.

c) Beim Fallschirmsprung fallt ein Springer mit etwa 180 km/h zur Erde (,Sinkgeschwindigkeit®). Um
wie viel Prozent ist die Sinkgeschwindigkeit v des Satelliten gro3er oder kleiner als die des Fall-
schirmspringers?

d) Berechnen Sie, wann und wo der Satellit auf die Erde aufschlagen wirde.

e) Von einer Beobachtungsstation in C(—255|130|2) auf einem Berg wollen Wissenschatftler den
Flug des Satelliten beobachten.

(i) Wie nahe kommt der Satellit der Beobachtungsstation? C
Berechnen Sie dazu den Abstand der Geraden g vom
Punkt C. [Kontrolle Lotful3punkt F(—256]| 128|2)]

(i) Gute Aufnahmen erfordern es, dass der Satellit naher
als 5 km an C herankommt.
Berechnen Sie die beiden Punkte R und T auf g, die
von C 5 km entfernt sind.

(iif) Berechnen Sie, wie viel Sekunden der Satellit fur die
Strecke RT braucht.

Um eine Gefahrdung der Bevoélkerung zu vermeiden,
entschlief3t man sich, den Satelliten von einer Bodenstation
in B(80|60|0) (Angabe in km) aus abzuschielRen.
Die Bahn dieser Rakete wird ebenfalls als geradlinig angenommen, die Geschwindigkeit der Ra-
-8
kete betragt 1,64 km/s, die Abschussrampe ist in Richtung a=|-6 ausgerichtet.
13
f) Berechnen Sie fur den Abschusswinkel a der Raketenbahn gegeniiber dem

Boden (xy—Ebene). (Betrachten Sie dazu ein rechtwinkliges Dreieck BT'T wobei T ein Punkt der
Raketenbahn und T* die senkrechte Projektion von T auf die xy—Ebene ist.)

g (i) Zeigen Sie, dass sich Satellitenbahn g und die Raketenbahn h in einem Punkt S kreuzen
und ermitteln Sie diesen Punkt.

(i) Jemand behauptet: der Punkt S ist der Punkt auf g, an dem der Satellit der Bodenstation
am nachsten ist. Uberpriifen Sie diese Behauptung mit einer einfachen Rechnung
(keine Abstandsberechnung d(B,q).)

Viel Erfolg!
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Lk M1* Q1 /Cn 4. Klausur Ldsungen /| 5.5.2015

Aufg. 1a) A(6]0]0), B(6]6]0), C(0|6]0), D(0[0[0); E(3|3|5); V = %-G h= %-62 .5=60 VE

= V = 60 000 m*. Der Mantel besteht aus 4 kongruenten, gleichschenkligen Dreiecken.
M = 4. % |AB|-[MoE| = 2:6-1/3? + 57 = 12./34 ~ 69,71 FE = 6971 m"”.

b) |DE| = V3% + 3% + 25 = /43~ 6,56 LE = 65,6 m.

J32+32+n2 =6 h?=18 = h= J18~ 4,24 LE = 42,4 m.

3 1
c) Schattengerade: x =| 3 [+t-| =15 |;z=0 < 5-1,5t=0 <t = 3%; S‘(B% I-2|0)
5 -15
-2 -2 -4
d) R(5|3[5/3); S(3|5/5/3), T(1|3[5/3): RS=| 2 | ST=|-2|;RT=| 0 |; \FTS\ = \sﬂ =.8; \?T\ = 4;
0 0 0
RS-ST=0= gleichschenkliges und rechtwinkliges Dreieck.
2 -2 -2
Aufg. 2 a) g und h: RV sind kollinear: v =(-2)-u; Punktprobe: | 1 |+r-| 1 | =| 4
8 4 3
& r=2 A 1+2-1=4 (f) = g und h verlaufen echt parallel.
2 -2 10 1
(i) g und k: RV nicht kollinear: k=—2 A k=4; | 1|+r-| 1 | = 6 |+t-|4| TR (_12 :i 2)
8 4 10 7
r=-3 At=-2 Kontrolle der 3. Gleichung: 8-3-:4=10-2-7 < -4 = -4 (W)
Einsetzen von r=-3 in g oder s = -2 in k ergibt S(8|-2|-4)
2 0
b) SP der RV muss 0 sein; z. B. x=[1|+r-| 8 |,da 0:(-2)+81+(-2)4=0
8 -1

c) Ist S der Schnittpunkt, so ist OS ein Stiitzvektor. Wenn man die RV u+ v der Geraden normiert,
dann ist u, + v, ein RV der einen, und u, — v, ein RV der anderen Winkelhalbierenden. w;:

X = OS+1-(Ug +Vo): Wa: X =08 +1- (g — Vo)

4 4 -2
Aufg.3 AB=|-2|:DC=|-2|AD=| 4 |; AB= DC = ABCD ist ein Parallelogramm; Zusatzlich:
4 -4 -4

AB- AD =4.(-2)+(-2)-4+(—4)-(—4) = 0 = ABCD ist ein Rechteck;
Zusétzlich: |AB|=6 = ‘ﬁ‘ — ABCD ist ein Quadrat

2) (4 2) (-2 2 2
c)|2]|-2|=8-4-4=0;(2|| 4 |=-4+8-4=0; | 2 :3:*:% 2|=5
1) (-4 1) (-4 1 1
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:%Gh 60@%36h 60 < h=5; Mao(3|3]-1);

OS =OM,, +V :>Sl(6 I6—I—) Sz(——l——l -2~ )

Lk M1* Q1 /Cn 4. Klausur  Lésungen /I 5.5.2015
Aufg. 4a) Da PQ der Bewegungsvektor fur eine Viertelstunde ist, ist 4- PQ der RV fiur eine Stunde.
OP ist der Stutzvektor, weil t=0 fur den Durchflug durch P gelten soll.

-432 -432

b) vg=| 216 |= V4322 +2.216% = /279936 ~ 529,09 [km/h]; Ve = | 216 |~ 482,99 km/h.
-216 0

c) Fallgeschw.: 216 km/h. 216/180=1,2. Der Satellit bewegt sich 20% schneller auf die Erde zu.

d) Setze in gs z=0 = 224 - 216 =0 < t = 12_17 — A(-260|130|0).

188) (-432 443 ~432
e)(i) OF= | —94 |+t| 216 | CF=|-224 [+t-| 216 |; CF-PQ=0 < —287712+t-279936=0
224) | -216 222 216
188 ~432) (-256
37, 37
et= (—) —94 |+2%| 216 |=| 128 | = F(-256| 128]2)
224 -216 2

‘a:‘ = \Ez 2,236 Der Satellit kommt auf ca. 2,2 km an die Station heran.

- . —432
(ii) ‘FR‘: \5% =[5 = /20 [km]; Dauer: 20 : 529,09 ~ 0,0085 h. Mit OF +0,0085-| 216 | erh&lt man
—216

die Punkte R(-252,35|126,17|3,83) und T(-259,65|129,83(0,17).
(iii) 2- 0,0085 h ~ 61 s.

80 -8 72
Abschusswinkel: r: i(r)z 60 |+r-| -6 ;;<(1): 54 |; Rechtwinkliges Dreieck mit
0 13 13

B(80(60(0), T(72|54|0) und T(72|54|13) und Katheten 13 und 10. tan ()= % — o ~52,43°

—432t + 8r =-108

a) gnh:< 216t+6r=154 ;TR (
—216t—-13r = -224

Kontrolle 3. Gleichung —216-0,435-13-10 = —224 (w) = S(0|0|130)

-432 8 -108

= t=0,4352 AT =10
216 6 154

b) (iii) Der nachste Punkt ist das Lot von B auf g, die Geraden mussten orthogonal verlaufen.
Das Skalarprodukt der RV der Geraden ergibt aber (—8)-(-432)+(—6)-216+13:(—216) # 0.
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Wiederholende Fragen zur Analytischen Geometrie mit LOsungen

1. | Welche Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden gibt es ?
Gegeben sind eine Gerade und eine Ebene in Parameterform im IR,
Wie untersucht man sie auf Schnittpunkte?
3 Eine Gerade wird mit einer Ebene in PF gleichgesetzt, man erhélt ein LGS.
" | Wie interpretiert man die L6ésung geometrisch?
4 Gegeben sind eine Gerade g und ein Punkt P. Wie bildet man eine Normalenform der
' Ebene, die senkrecht zu g durch P verlauft?
6. | Wie bestimmt man die Lange eines Vektors?
7. | Wie zeigt man mithilfe von Vektoren, dass ein Viereck ABCD ein Quadrat ist?
8. | Wie zeigt man, dass zwei Vektoren senkrecht aufeinander stehen?
9. | Wie zeigt man, dass ein Punkt P im Parallelogramm ABCD liegt?
10. | Wie zeigt man, dass drei Punkte A, B und C auf einer Geraden liegen?
11. | Wie zeigt man, dass vier Punkte in einer Ebene liegen?
12 Wie zeigt man, dass eine Gerade orthogonal zu einer Ebene steht,
" | die in Parameterform gegeben ist (ohne eine KF zu berechnen)?
13. | Wie zeigt man, dass ein Viereck ABCD ein Drachenviereck ist?
14. | Wie zeigt man, dass ein Viereck ABCD ein Parallelogramm ist?
15 | Wo schneidet E: 2x —4y +z = 6 die Koordinatenachsen?
16. | Wie bestimmt man das Volumen einer quadratischen Pyramide?
17. | Wie kommt man von der PF einer Ebenengleichung zu einer Normalenform?
18. | Wie weist man nach, dass ein Dreieck ABC gleichschenklig ist?
19. | Wie bestimmt man den Abstand d(P,g) mitg: x =OA +t-u ?
20 Die Geraden g und h beschreiben die Flugbahnen zweier Flugzeuge.
" | Wie untersucht man die Moglichkeit einer (Beinahe-)Kollision?
21. | Wie bestimmt man den Mittelpunkt einer Strecke?
22. | Wie zeigt man, dass zwei Geraden g und h identisch sind?
23. | Wie ermittelt man die Schnittpunkte dreier Ebenen?
24. | Wie Uberprift man die Lagebeziehung zweier Ebenen in Koordinatenform?
25. | Wie Uberprift man ob eine Pyramide gerade ist?
26. | Wie ermittelt man eine Schnittgerade zweier Ebenen in KF?
28. | Wie ermittelt man den y-Achsenabschnitt einer in KF gegebenen Ebene?
29. | Wie erkennt man, dass eine Normalenform die Hessesche Normalenform ist?
30. | Wie berechnet man den Abstand eines Punktes P von einer Ebene E: n-X = ¢ ?
31. | Wie lasst sich geometrisch das SP zweier kollinearer Vektoren erklaren?
33 Gegeben sei eine Pyramide ABCS mit Volumen V.
" | Wo liegen alle Punkte S’ die mit ABC das gleiche Volumen V haben?
35. | Beschreibe die Lage der Ebene x=2.
37. | Welche geometrische Bedeutung hat das SP zweier Vektoren aundb ?
40. | Welche besondere Lage hat die Ebene x—y=0?
41. | Wie weist man nach, dass zwei Geraden windschief zueinander verlaufen?
42. | Spiegele den Punkt P(1|2|3) an der Ebene y=5
43 Wie berechnet man den LotfuBpunkt F eines Lotes von einem Punkt P auf eine Gera-
' deg: x=0OA+t-u?
44. | A(1/2|3); B(=1|2|4); Berechne OAx OB
45. | A(1/2|3); B(-1|2]4); Berechne OA- OB
46 | Wie lang ist der Vektor mit den Koordinaten 8, —4 und 1?
47. | A(1]2]3); n=OA ; Ermittle eine KF der Ebene mit NV n durch P(4|0}-1)
48. | Gib den Ansatz fir eine PF der Ebene durch P, Q und R an.
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49.

Gib einen Normalenvektor n fiir die Ebene z=0 an.

50. | Wann sind zwei Geraden parallel?
52 | Wie lang ist der Vektor mit den Koordinaten 1, 2 und —2?
53 | Wie nennt man ein Viereck mit vier gleich langen Seiten?
54 Wie nennt man ein Viereck mit gleich langen Diagonalen, die senkrecht aufeinander
stehen?
55 | Welche Folgerung kann man ziehen, wenn die Vektoren AB und BC kollinear sind?
2
56 | Welcher Vektor zeigt in die gleiche Richtung wie | 2 |, hat aber die Lange 1?
1
57 In einem Drachenviereck sind die Diagonalen 6 cm und 8 cm lang.
Wie grof3 ist der Flacheninhalt?
58 | Wo liegt der Mittelpunkt der Strecke AB mit A(1]2) und B(3}4) ?
Wie nennt man ein Viereck mit a) gleich langen Diagonalen, die sich halbieren?
59 . : : . :
b) zwei parallelen Seiten? c) vier gleich langen Seiten?
60 | Welche Eigenschaft haben alle Richtungsvektoren einer Gerade?
61 | Wo liegt der Schwerpunkt des Dreiecks ABC mit A(1|2]3), B(2]-2|-2) und C(-3|0]-1)?
62 Wie verlaufen zwei Geraden, die weder identisch noch windschief sind und sich auch
nicht schneiden?
63 | Wie viel Kantenvektoren bei einem Quader sind jeweils gleich?
64 Ein Eckpunkt achsenparallelen Quaders ist der Ursprung, ein zweiter Eckpunkt liegt
bei P(1]2|3). Gib die Koordinaten eines weiteren Punktes an.
65 | 72 km/h =? m/s
66 | Nenne einen Richtungsvektor der x1x3—Ebene, der moglichst viele von null verschie-
dene Koordinaten besitzt.
67 | Zu welcher Ebene verlauft z=2 senkrecht?
68 | Wie nennt man den Schnitt von x1xo—Ebene und x1x3—Ebene?
69 | Wodurch kann man den SV einer Ebene ersetzen, ohne dass sich die Ebene &ndert?
20 Ein Eckpunkt eines achsenparallelen Quaders ist P(1]|1|1), der von P am weitesten
entfernte Punkt ist Q(5|8]5). Wie lang ist eine Raumdiagonale des Quaders?
71 | wann verlaufen die Geraden g:x =OA+r-AB und h:x=0OC+t-CD parallel?
1) (-1 1) (-1
72 | Berechnea) |2(x| 2| b)|2]|| 2
3] | 4 3] |4
73 | Wie l6st man ein LGS mit 2 Gleichungen und 3 Variablen?
74 | Begrinde, ob der Punkt P(-2|3|4) auf der Ebene E: x—2y+z= 4 liegt.
Wie findet man zu einem Vektor a den zugehorigen Einheitsvektora, ?
75 | Wie findet man zu einem Vektor a den Vektor C, der bei gleicher Richtung und Ori-
entierung die Lange x hat ?
Wie berechnet man die Geschwindigkeit v eines Flugzeuges, dessen Flugbahn durch
76 - - . .
x = OP +t-ubeschrieben wird?
77 Zwei Vektoren aundbsind durch zwei Pfeile mit gemeinsamem FuRpunkt veranschau-
licht. Wie verlauft ein Pfeil zum Vektor a—b ?
79 | Wie weit ist die Ebene E: 4x+4y+7z= 36 vom Ursprung entfernt?
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LOsungen

1. | Schnitt, windschief, echt parallel oder identisch
5 Man setzt Ebene und Gerade gleich (ggf. Parameter umbenennen) und lost das LGS
' mit drei Gleichungen und drei Unbekannten.
Hat das Gleichungssystem keine L6sung, sind Ebene und Gerade
3. echt parallel; bei genau einer Lésung gibt es einen Schnittpunkt mit diesen Koordi-
naten; bei unendlich vielen L6sungen liegt die Gerade in der Ebene.
4. | Man benutzt den RV der Geraden als NV und berechnet E: n-X =n-OP.
Man zieht die Wurzel aus der Summe der Quadrate der Koordinaten:
6 v|= V2 +v2 +v2im IR’ bzw. M:«/vf+v§ im IR
AB =DC (Parallelogramm), AB-AD = 0 (Rechteck), ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ (Quadrat)
8. | Das Skalarprodukt der Vektoren muss den Wert 0 haben.
Man bildet die PF der Ebene X =OA +r-AB+s-AD und macht die Punktprobe fiir P.
9. Wenn sich fur r und s Werte zwischen 0 und 1 ergeben, liegt P im Parallelogramm,
sonst nicht.
10. | (z. B.) AB und AC miissen kollinear sein. (oder: ABx AC =0)
Man bildet aus drei der Punkte eine Ebenengleichung und zeigt, dass der
11. | vierte Punkt diese Gleichung ebenfalls erfullt. (Sollten die drei Punkte auf einer Gera-
den liegen, liegen die vier auf jeden Fall in einer Ebene.)
12 Man zeigt, dass das Skalarprodukt des Richtungsvektors der Geraden mit
" | jedem der beiden Richtungsvektoren der Ebene den Wert O hat.
13 Man zeigt, dass die Eckpunkte in einer Ebene liegen und dass es zwei Paare von ne-
' beneinander liegenden, gleich langen Seiten gibt.
14. | Man zeigt, dass AB =DC gilt [ oder dass AD= BC gil{]
15. | Sx(310]0), Sy(0|-1,5|0) und Sz(0|0|6)
1 : : . : .
16. | V= 3 -G-h, wobei G die Flache des Quadrats und h die Pyramidenhdhe ist.
17. | E: n-X =c; einen NV n erhalt man als Kreuzprodukt der Richtungsvektoren; ¢ ergibt
" | sich als SP des NV mit dem SV der Ebene.
18 Man bildet die drei Seitenvektoren des Dreiecks und zeigt, dass zwei von ihnen die
" | gleiche Lange haben.
Man schreibt die Gerade als variablen Punkt F, bildet den variablen Vektor PF , 16st
19 die Gleichung PF-u=0 nach t auf und setzt dieses t in ‘ﬁ:‘ ein.
Man untersucht die Lage der Geraden zueinander. Bei sich schneidenden Geraden
20. | vergleicht man, ob die Flugzeuge zum gleichen Zeitpunkt den Schnittpunkt erreichen.

Bei windschiefen Geraden bestimmt man den Abstand der Flugzeuge.
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21. | Man bildet jeweils das arithmetische Mittel der Koordinaten: OM,g = %(07 + Cﬁ)
22 Man zeigt, dass die Richtungsvektoren kollinear sind und dass der SV der einen Ge-
" | raden die Gleichung der anderen Geraden erfillt.
Man schneidet die erste Gerade mit der zweiten und das Schnittgebilde (i. A. eine
23 Schnittgerade) mit der dritten Ebene.

Alternative: man I6st das LGS aus 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten (mit Einset-
zungs- oder Additionsverfahren).

24.

Wenn die Ebenengleichungen aquivalent sind, sind die Ebenen identisch.
Sind nur die NV kollinear, sind die Ebenen echt parallel.
Ansonsten schneiden sie sich in einer Schnittgeraden.

Ist S die Pyramidenspitze und M der Mittelpunkt der Grundflache, so muss

25. | — . . : .
MS ein NV der Ebene sein, in der die Grundflache liegt.
Man erganzt zweimal die beiden Ebenengleichungen durch eine ,Wahl“ wie z.B. x=0
26. | und x=1, ermittelt aus den 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten jeweils den Lésungs-
punkt und bildet die Gerade durch die beiden Punkte.
28. | Man setzt in der Koordinatenform x=z=0 und berechnet y.
29. | E: n-X =c Es muss H =1 (Einheitsnormalenvektor) und ¢ >0 sein.
Schnittpunkt F der Lotgeraden durch P mit E und dann ‘ﬁf‘ berechnen.
30. oder: Formel d(P,E)= é ﬁ-@—c‘
n
31 Produkt der Langen der Vektoren, falls die Vektoren gleich orientiert sind, sonst nega-
" | tives Produkt.
33 Sei S’ die Spiegelung von S an ABC. Die Punkte liegen auf den beiden Ebenen paral-
" | lel zu ABC durch Sund S’.
35. | Ebene parallel zur yz—Ebene durch x=2 auf der x—Achse.
a-b= ‘5‘ ba| Dabei ist bz die senkrechte Projektion von bauf a.
37. Falls die Vektoren einen Winkel groRRer als 90° einschliel3en, muss man noch mit (—1)
multiplizieren.
40 Die Ebene verlauft parallel zur z—Achse/senkrecht zur xy—Ebene, (durch den Ur-
sprung,) durch die 1. Winkelhalbierende der xy—Ebene.
a1 Die Geraden sind nicht parallel (RV nicht kollinear) und es
' gibt keinen Schnittpunkt.
42. | P’(1/8]3)
43 Man setzt OF variabel an, CTZ:CTAHF U, bildet den Vektor FP = (TA—CTZHF u,
' |6st die Gleichung FP-u=0 nach t- auf und setzt tr in die Gerade ein.
1) (-1 2-4-3-2 2
44. | |12|X| 2 |= =|-(1-4-3-(-D)|=|—-7
3] | 4 1.2-2-(-1) 4
45- 2 2, 12
47 | 45. 1-(-1)+2-2+43-4=15 46. \82+42 112 =B1=9 47.x+2y+z=1
48. | x=0OP+r-PQ+s-PR
49. | z=0 ist die xy-Ebene (,Bodenebene®), zu der die z-Achse senkrecht verlauft.
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0
n=|0
1

50. | Wenn ihre Richtungsvektoren kollinear sind.
52-
54 |52, NI +2°+2°=9 53. Raute 54. Quadrat
55 | A B und C liegen auf einer Geraden.

2 2/3
56 1 2(=|2/3

3

1 1/3
57 | A=0,5-e-f (e und f sind die Langen der Diagonalen.) A =0,5-6cm - 8 cm =24 cm”
23 58. M(2]3) 59a) Rechteck b) Trapez c) Raute 60. Sie sind kollinear.
gé' 61. S(0|0|0) 62. echt parallel 63. 4
64 | (1]0]0); (1]2]0); (0]2]0); (0[0[3); (1]0[3); (0]2]3)

65

72 km/h =72:3,6 m/s =20 m/s

66 | Der Vektor mit den Komponenten x;=0, x,=1 und x3=0
Zu jeder Ebene E, die senkrecht zur xy—Ebene / parallel zur z-Achse verlauft.
67
E:ax+tby=c;a,b,celR;a=0vb=0
gg xi—Achse  69. Durch den Ortsvektor eines beliebigen Punktes der Ebene.
;2 70.d = ‘%‘:9 71. Wenn die RV AB und CD kollinear sind-.
1) (-1 2 1) (-1
72 |a)(2|x|2|=|-7| b)|2|-|2]|=15
3] |4 4 3] 4
73 | Man l6st das LGS aus 2 der 3 Gleichungen und kontrolliert die 3. Gleichung.
74- 174, 2-2.3+4.1=-4 =P ¢ E 75. 8, =2 c=x-2= x-a,
75 B M

76

V= ‘G‘%(LE Langeneinheit fiir die Koordinaten; ZE= Zeiteinheit fir t.

77

Der Pfeil verlauft von der Spitze von b zur Spitze von a. (a-b=-b+a)

79

E: gx+gy+gz =4 (HNF); Der Abstand betragt 4 LE.
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