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3. Aufgabe

Ein Betrieb stellt in einem zweistufigen Produktionsprozess aus drei Rohstoffen (R;, Rz
und R3) drei Zwischenprodukte (Z1, Z, und Z3) und daraus die 3 Endprodukte (E: , Ez und
E3) her.

Dazu seien folgende Matrizen einer Bedarfsrechnung gegeben:

5 3 2 t+4 2 1
Mg, =2t 2 t+1 M=| 3 t 2
3t 4 4 2 2t+1
1)  Wieviele der einzelnen Rohstoffe muss man auf Vorrat haben, damit 4

man folgende Anzahl an Zwischenprodukten herstellen kann

(zz z z)=(5 10 8

2.)  Wir haben einen Vorrat an Zwischenprodukten von 6

(z. z z) =(81 58 81)

Wie viele Endprodukte konnen daraus hergestellt werden, wenn im
Lager eine eiserne Reserve von 10 ME je Zwischenprodukttyp verbleiben
sollund t = 1 gilt?

Seit einiger Zeit plagen wir uns mit den hohen Rohstoffkosten und suchen nach
Alternativen bzw. neuen Angeboten.

3.) Ermitteln Sie die Hohe der Rohstoffkosten je Mengeneinheit Endprodukt |10

bei folgenden Rohstoffpreisen in Abhdngigkeit von t.

Produkt R: R R3
Kosten 2t 0,5t 4
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Gegeben seien nun die Koeffizientenmatrix At und der Vektor bt :

-t 1 -3 t+3
A = |2 2 t|und h = [2-F
3t 5 -t t? -1
4) Fir welche Werte von t L1 ist die Matrix At invertierbar? 6
N T
5.)  Fiir welchen Wert von t U0 stellt der Vektor X = (_ 2 -1 - 2) 6
eine Losung des L6S A X = B dar?
6.)  Fiir welche Werte von t00 hat dasL6s A X = b, 12
(i) keine L6ésung? (i)  eine Losung?
(iii) unendlich viele Losungen?

Drei Betriebe eines Unternehmensverbunds sind nach dem Leontief-Modell mitein-
ander verbunden und stehen zueinander in Austauschbeziehungen; zudem beliefern
sie den Markt gemadR nachfolgender Darstellung:

a b c| Markt
al40 20 30 10
b{10 30 20 40
20 50 10 20
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7.)

8.)

9.)

10.)

11)

Bestimmen Sie die technologische Matrix A.

Wie viele Einheiten kdnnte jeder Betrieb an den Markt abgeben, wenn

die Gesamtproduktion um jeweils % der Ursprungsmenge erhoht wird?

Beweisen Sie folgende Behauptung allgemein:

.Eine Verdoppelung aller Mengen, die auf dem externen Markt abgesetzt
werden, bedeutet eine Verdoppelung der Gesamtproduktion.”

Berechnen Sie die Hohe der Gesamtproduktion in den Betrieben und er-
stellen Sie die zugehdrige Input-Output-Tabelle, wenn folgende Konstel-
lation gegeben ist:

Betrieb a liefert an den Markt 20 ME und das Verhdltnis der Gesamtpro-
duktion der jeweiligen Betriebe zueinander steht im Verhdltnis 3: 2 : 4.

Zeigen Sie, dass die Matrix

106 66 50

B = 1 26 96 30
47

38 68 80

die Leontief-Inverse darstellt.

12
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Losungen zu den Aufgaben bzw. Erwartungshorizont

Ein Betrieb stellt in einem zweistufigen Produktionsprozess aus drei Rohstoffen (R;, Rz
und R3) drei Zwischenprodukte (Z1, Z> und Z3) und daraus die 3 Endprodukte (E: , E2 und
Es) her.

Dazu seien folgende Matrizen einer Bedarfsrechnung gegeben:

5 3 2 t+4 2 1
Mg, =2t 2 t+1 M,=| 3 t 2
3t 4 4 2 2t+1

1)  Wie viele der einzelnen Rohstoffe muss man auf Vorrat haben, damit
man folgende Anzahl an Zwischenprodukten herstellen kann

(2 z 2)' =(5 10 8) >

5 3 2)(5 71
M,x = |2t 2 t+1|0110| = |18t+28
3t 4|8 10t + 47

2.)  Wir haben einen Vorrat an Zwischenprodukten von

(z. z z) =(81 58 81)

Wie viele Endprodukte kénnen daraus hergestellt werden, wenn im Lager eine
eiserne Reserve von 10 ME je Zwischenprodukttyp verbleiben soll und t = 1 gil+?

5 2 1
M,e(1)=|3 1 2| Ansatz M ()Ox = :
4 2 3
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Losung des LGS per GauB-Verfahren:

1) 52 1 7N
) 3 1 2| 48 070
m) 4 2 3| 71
1) 10 -2 O
) 3 1 2| 48 ity
m) 4 2 3 7N
1) 10 -2| O
1) 0 1 8| 48 O T8 -
m.) o2 11| 71
1) 10 -2 0 = x=10
1) 0 1 8| 48 = x,=8
) 0 0 -5(-25 = x,=5

Seit einiger Zeit plagen wir uns mit den hohen Rohstoffkosten und suchen nach
Alternativen bzw. neuen Angeboten.

3.) Ermitteln Sie die Héhe der Rohstoffkosten je Mengeneinheit Endprodukt
bei folgenden Rohstoffpreisen in Abhdngigkeit von t.

Produkt R: R R3
Kosten 2t 0,5t 4

Lésung:

—

Ansatz K = kOM,OM,. = kOM,
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t+4 2 1
3 t 2
4 2 2t +1
M, M. =
5 3 2 5t+37 3t+14 4t +13
2t 2 t+1|2t°+12t+10 8t+2 2t*+5t+5
3t 4 6t+28 t>+14 10t +7

5t+37 3t+14 4t +13

2t +12t+10 8t+2 2t*+5t+5
keMpe = 6t+28 t°+14 10t +7
1

2t 4 Ke — Kg K

Ke = 10t°+74t+t°+6t°+5t+24t+112 = t°+16t°+103t+112
Kg, = 6t°+28t+4t* +t+4t° +56

=

14t* + 29t + 56

24222 1374, g
2 2

K. = 8t*+26t+t° +§t2 +§t+40t+28

-

Gegeben seien nun die Koeffizientenmatrix At und der Vektor bt :
-t 1 -3 t+3

A =2 2 t| ud h = |2-¢
3t 5 -t t* -1
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4) Fir welche Werte von t L1 ist die Matrix At invertierbar?

Losung:
| -t 1 -3)
Det(A) = 0 = Det 2 2 t| = 2f+38-30+18t+5¢+21
3t 5 -t

= Det(A) = 10(f+2t-3) = 0 = {=-3 O t=1
Ergebnis A invertierbar = B0\{-3;1

- T
5.)  Fiir welchen Wert von tL0 stellt der Vektor X = (_ 2 -1 - 2)

eine Losung des L6s A X = B dar?
Losung:
| -t 1 -3)(-2)  [(t+3 2+5)  (t+3
Ak = b = |2 2 t|-1]| = |2-¢| = |-2t-6| = |2-¢
3t 5 -t)(-2 t?-1 —-4t-5 t*-1

O PP I TFTOMPITTL 2t+5=t+3 = t=-2
Probe durch Einsetzen in die beiden anderen Komponentengleichungen

ergibt wahre Aussagen!

6.) Fiir welche Werte von t 00 hat das L6s A [X = b
(i) keine Lésung? (i)  eine Losung?
(iv) unendlich viele Losungen?

Losung: Probe durch Einsetzen der beiden kritischen t-Werte:
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t=1:

1) -1 1 -3| 4
) 22 1 1 Off-
m) 35 -1| O
1) -1 1 -3| 4
) o4 -5 9 Off#.
m.) 0 8 -10| 12
1) -1 1 -3| 4
) 0 4 -5 9
I.) 0 0 0|-6 Widerspruct
1) 3 1 -3/ 0
n) 2 2 -3|-7 Offh-
n) -9 5 3| 8
1) 3 1 -3] 0
) 1 1 317 0 7h-
2| 2
m.) o 8 -6| 8
) o-2 214
2| 2
) 1 1 S o
2| 2
n) o 8 -6| 8
1) 0 -2 3p4
2| 2
) 1 1 317
2| 2
I.) 0 0 0| 50 Widerspruch

Firt =1 gibt es keine
Losung

Firt = - 3 gibt es keine
Losung
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Auswertung:
keine Losung < B{-3;1
eine bestimmte Losung=  OJ\{-3;1}
unendlich viele Losungen nicht mogl|

Drei Betriebe eines Unternehmensverbunds sind nach dem Leontief-Modell miteinander
verbunden und stehen zueinander in Austauschbeziehungen; zudem beliefern sie den

Markt gemdB nachfolgender Darstellung:

a b c| Markt
al|40 20 30 10
b|10 30 20 40
c|20 50 10 20

7.) Bestimmen Sie die technologische Matrix A.

a b c| Markt| Gesamt
al| 40 20 30| 10| 100 4 2
b| 10 30 20| 40| 100 = A:l—](')13
2 5

20 50 10 20 100
100 :100 :100

R N W
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8.)  Wie viele Einheiten konnte jeder Betrieb an den Markt abgeben, wenn

die Gesamtproduktion um jeweils :11 der Ursprungsmenge erhoht wird?

Losung:

A;(qu=qx:>qy=qx—Aqx:>qy:(E—3\qu

5 _2 _3

- 1 7 2
= (E-AXx = |-— — -—|0125| = |50,0
10 10 10 125 250
_2 .5 3 |

10 10 10

9.) Beweisen Sie folgende Behauptung allgemein:

.Eine Verdoppelung aller Mengen, die auf dem externen Markt abgesetzt
werden, bedeutet eine Verdoppelung der Gesamtproduktion.”

Losung:
» Verdoppelung von 9: y;eu:(fyj
Ay = o o (E-A D = %
= Y = XTAX ) - (E—A)'ltﬁz}j = X
= y = (E-ADx ) 3
. . - 20E-A) 'Oy =
= (E-A) 'Oy = x_ {E-A DY =

OEB . 20

)%eu
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10.) Berechnen Sie die Hohe der Gesamtproduktion in den Betrieben und er-
stellen Sie die zugehorige Input-Output-Tabelle, wenn folgende Konstel-
lation gegeben ist:

Betrieb a liefert an den Markt 20 ME und das Verhadltnis der Gesamtpro-
duktion der jeweiligen Betriebe zueinander steht im Verhdltnis 3: 2 : 4.

Lésung:

06 -02 -03) (3x 0,2x
= (E-Ax = |-01 07 -02|02x| = |03Xx
-0,2 -05 0,9 ) (4x 2x

Input-Output-Tabelle:

) 4 2 3) (300 120 40 120
oOfP™m-  ADx,, = % 1 3 2|0200f = |30 60 80
2 5 1) 400 60 100 40

a b c| Markt| Gesamt
a|120 40 120 20 300
30 60 80 30 200
c| 60 100 40 200 400

O ISP,




Berufsbildende Schule Wirtschaft I, Ludwigshafen am Rhein
Berufliches 6ymnasium, Bildungsgang Wirtschaft

Abiturpriifung 2007 Mathematik
Leistungsfachanforderungen

Lineare Algebra

11) Zeigen Sie, dass die Matrix B die Leontief-Inverse darstellt.

106 66 50
B = i 26 96 30
47
38 68 80
Losung:
Beweis: (E-A)*B=E
06 -0,2 -0,3 106 66 50 1 0
-0,1 0,7 —0,2@:—7 26 96 30| = |0 1
-0,2 -0,5 0,9 38 68 80 OO

— O O



