Partielle Integration

Integration von Produktfunktionen => Umkehrung der Produktregel (Differentialrechnung)
problem:  N(X)=Xx-&* — Ix-exdx = 77?

Uberlegung? Faktorweise integrieren

h(x)=x-e* — fx-exdx = J'xdx-J.ede = %xz-ex+c = H(x) 772

Probe: [ H(x)]'=h(x)

[H(x)]' = dH{ X2 -e +c} - et rixteet = (x+1x2)-eX # h(x) — falsch!l!
dx 2 2

Neue Berechnung - Herleitung:

h(x)=x-e* — Jx-exdx = 777

allgemein:

h(X)_X'eX BN h( ) f X) g( ) bekannt: Produktregel N h (X):f'(X) g(X)+f(X) g (X)

(

Ih x)dx = j g(x)dx

oy [ fh(x) } =[[f(x )-g(x)dx]' = h(x)=]f'(x)-g(x)dx+ [ f(x)-g'(x)dx
g(x) g

einsetzen N f (X) .
f

A= ()90

) )
e | T(X)°0°(x)dx = £(x)-g(x)= ] £'(x) g (x)dx

Ubertrag auf Beispiel:
h(x)=x-e* — Jx-exdx = 77?7

e | 100’ ()d = F(x)-g(x)= ] £'(x) g (x)dx

Zuordnung : : (X) =X 9(x) :Z

DQ’LE'lL”n“J#g”g > If(X)-g'(x)dx = Ix-e*dx = x-ex—J'l-ede
__Integration o jX-eXdX — x.ef—ef4c = (x—l)-ex _ H(X)

Probe: H'(x) = 1.*+(x-1)-e* = l-e"+x-e*-1.e* = x-e° = h(x)



Problem: Falsche Zuordnung
h(x)=x-¢* — Iex-xdx = 77

e 1 (%) 0/ () = F(x)-g(x)= ] F'(x) g (x)dx

Zuordnung :

Durcthhrung:,\ If(X)g'(X)dX _ IeX'XdX _ %Xz.ex_jex.%xzdx???

Zuordnung

Grundsatzliche Vorgehensweisen:
(1) Abraumen bzw. Losen der Polynome (einfaches Berechnen des Integrals)
(2) Wiederherstellung des Ausgangsintegrals
(3) Erganzung mit einem konstanten Faktor

(4) Mehrmaliges Durchfiihren der Partiellen Integration

Beispiel zu 1:

Abrdaumen bzw. Losen der Polynome (einfaches Berechnen des Integrals)
h(x)=x-sin(x) — Ix-sin(x)dx = 777

Partiellpénfritezgration > If(X)g'(X)dX = f(X)g(X)—J.f'(X) g X dX

f(x)=x g(x)=-cos(x)
Z :
uordnung f(x)zl g'(x):sin(x)
S I (x)-g'(x)dx = Jx-sin(x)dx = —x-cos(x)—jl[—cos(x)]dx
Vereinf achung ,[X sin(x)dx = —x-cos(x)+jcos(x)dx
_Integration_, Ix sin(x)dx = —x-cos(x)+sin(x)+c = H(x)

Probe: H'(x) = =-1-cos(x)—x-[-sin(x)]+cos(x) = x-sin(x) = h(x)



Beispiel zu 2: Wiederherstellung des Ausgangsintegrals

Beispiel:
h(x) = cos’ jcos = 777

Ansatz_ , If(x).g'(x)dx - f(x).g(x)—jf'(X)-g(X)dx

Partielle Integration

f(x)=cos(x) g(x)=sin(x)

Zuordnung : £'(x)=—sin(x) g'(x)=cos(x)
P> [ £(x) = Jeos (x)-cos(
= cos(x)-sin( J'[ sin(x)]-sin(x)
Zusammenfassen I cos?(x)dx = cos(x)-sin( J' sin’
sin’ xrcos’x=1 o Icosz(x)dx = cos(X ) sin(x)+ j[l—cos (x)}dx
Summanden_, _[ cos’(x)dx = cos(x)-sin(x)+ jldx _[ cos’ (x)dx

)si
+J.COSZ(X)dX‘> ZJ. COS2 X) dx = cos ( X) sin (X jldx
)-sin(x)
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_Intergral 2jcosz(x)dx

— 2 jcosz(x)dx = %cos(x)-sin(x)+%x+d

dx



Beispiel zu 3: Ergdanzung mit einem konstanten Faktor

(im Normalfall: neutrales Element der Multiplikation => 1)

= Vgl. Integration von In(x)

h(x)=In(x) — [In(x)-1dx = 222

pree s [ 100" () dx = F(x)-g(x)= [ f'(x)-9(x)dx

Partielle Integration

- F)=In(x) g(x)=x f(x)=1  g(x)=22
Zuordnung : f,(x)zi g'(x)=1 f'(x)=0??2 g'(x)=In(x)

Durchfiihrung f(X)-g'(X)dX — I|n(x)1dx

Zuordnung

Zusammenfassen N jln 1dX = = In (X) X_Ildx

Integration Iln 1dX— n(x)-X—X+C — (|n(x)_1).x

Probe:

C;—I;I[(In(x)—l)-x] - %-x+(ln(x)—1)-1 = 1+h(x)-1 = In(x)



Beispiel Azu4: Mehrmaliges Durchfiihren der Partiellen Integration

h(x)=x*-* — sz-exdx = 77

e | 1 (4):9°(x)dx = £ ()9 (x)=[ (x)- g (x)dx

e
Zuord ;
uordnung (x):2x g'(x):ex
Ixz e¥dx = x*-¢* —.[2x-exdx [—> muss noch einmal separat partiell integriert Werden]
I2x-exdx
Partielﬁ:nliiZgratlon > _[ f (X g X)dX = f (X) g (X)_J- f I(X) g (X)dX
Zuordnung : fx)=2x g(x)=e

F'(x)=2 g'(x)=¢
jf(x)-g'(x)dx = 2X- eX—_[Z e’dx = 2x-e¥-2-¢¥+c

jz x-e¥dx =2x-e¥-2.e*+c

N

eingesetzt

sz-exdx = X2~eX—I2X-eXdX = xz-ex—(2x-ex—2-ex—c) = ex(x2—2x+2)—c

Probe:

M (2002 (x - 2x 2 (2x-2) =o' ('~ 2x42:24-2) ="



Beispiel Bzu4: Mehrmaliges Durchfiihren der Partiellen Integration

» | Beispiel: Gesucht ist das unbestimmte Integral J sin x-x° dx.

Lisung:
Wir wenden auf das gegebene Integral zuniichst die Produk tinte gration an, wobei wiru'(x) = sin und
v(x) = x* setzen. Wir erhalten

J-Ri.n.'f.-fd.x = (—cosx)-x® - J.(—cﬂ?.x}-ﬁxdx

u' v u v u v/
-
= (—cosX)-X~ + E'.J-m?.x-mix.

Das rechtsseitige Integral ist Shnlich strukturiert wie das Ausgangsintegral, jedoch etwaseinfacher, da
der Grad des Polynomfaktors um 1 gesunken ist.

Wir wenden die Produktintegration nun noch einmal an, und zwar auf das rechisseitige Integral.
Dieses wird so auf ein einfaches Grundintegral zuriickgefiihr.

J-mm;-xdx = sinx-x - J-?.mx-]iix
[ [
u v n v u v

= siNX-X + COSX

Wir setzen das Ergebnis dieser letzten Produktinte gration nun in die obige Gleichung ein und erhalten
das gesuchte unbestimmte Integral.

Resultat: J-?.'Ln:;-fii:; = [—cmx}-f + 2 (sinx-x +cosx) + C

(= = 2x.sin x+cosx-(2 —x)+C



