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7 Integralrechnung

Problemstellung:
Grenzen.
Lésungsidee:

Die Berechnung einer Flache unter einer Funktion zwischen zwei auf3eren

Zerlegung der Gesamtflache in rechteckige Bander (Ausschopfungsmethode),

wobei die Anzahl der Bander - « geht (Breite der Bander wird immer kleiner).
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7.1 Allgemeine Integralformel
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F(x) = .b[f(x) dx 4—
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.__—ohne Wert; zeigt lediglich an
nach welcher Variablen
differenziert werden soll

Da die Integration eine zur Differentiation entgegengesetzte Rechenoperation darstellt, kann die Probe
durch Ableiten des integrierten Terms durchgefuhrt werden.
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7.2 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnun ¢

Es sei eine Funktion f(x) auf einem Intervall [a,b] stetig, dann ist jede Integralfunktion F(x) von f auf
[a,b] differenzierbar und es gilt:

F(x) = jf(x) dx

=F(b) ~F(a)

DEFINITION

stetig Die Funktion hat keine Spriinge, d. h. der Graph ist durchgangig zu
zeichnen.

7.3 Rechenregeln zur Integration

7.3.1 Linearitat

kT dx =k 19 dx

Beispiel
j3x2 dx = SIXZ dx

7.3.2 Intervalladditivitat

jf(x) dx + jif(x) dx = j'f(x) dx

y
A

P

Geometrische Interpretation:

Eine Strecke besitzt die Dimension 1, d. h. nur eine Lange =
Flache =0
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7.4 Grundintegrale

Werden keine Grenzen gesetzt, so handelt es sich um offene bzw. unbestimmte Integrale. Hierbei wird
an die Integration eine Konstante ,c" addiert.

jx” dx=ix"”+c
n+1

1.
2 -=
[(x2+2) dx 3X toxte (x2+2) =(2+2x")

jadx=ax+c

a =ax’

J& dx = In|x| +c

Rechenbeispiel zur Ermittlung der Flache zwischen der Funktion f(x) und der Abszisse (= x-Achse).
fx)=x2-4

X2

A = [ (x)dx
x1

1. Schritt: Nullstellenberechnung [Berechnung der Integrationsgrenzen (= Schnittpunkte der Funktion

mit der x-Achse)]

f(x)=0

x2-4=0 y

X=%2 A

2. Schritt: Integration

A= Jz‘f(x)dx

= Jz‘(x2 —4)dx

2
= {1 X3 - 4x}
3 -2

8 8
=§‘8‘(‘§+8J u P x
:§—8+§—8 a\ b
3 3
-16 16
3
_32
T3

Wenn das Ergebnis negativ ist, befindet sich die Flache unterhalb der x-Achse.

7.5 Integrationstechniken

7.5.1 Partielle Integration (= Umkehrung der Produktregel)
h=flg

[h=fmg

[h=]fg+fry

h=[fg+fy

fy=[fig+fy
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f@:jf'@+Jf@- N J‘f'@ﬁ@—‘[f@'

Beispiel

h(x)=x-€"

Lésung mittels partieller Integration mit dem Ziel, dass ein Faktor der Funktion durch die Ableitung f’
bzw. g’ in der Lésungsformel entféllt: = hier: g’'=1

f=e*g=x
Ixe* =e*x—je*1

J‘xex =e'x—-e*

7.5.2 Integration durch Substitution

Beispiel 1

fx)=e™a J‘e“x dx="7?

Subsitution der inneren Funktion, wob auch der Integrationsfaktor dx erstezt werden muf3
4x=u

4dx =du/:4

dx = %du eingesetzt:

J‘e“ dx =1'[e“ du =£eu
4 4
Resubstitution:
1

= Ze“*

Beispiel 2

f(x) = xV1-x2 a j\/l— x2xdx =7
Substitution:

a-x2=u

- 2xdx =du

xdx = —%du eingesetzt:

1 1 2
_EI\/GdU = _E %U3
Resubstitution:

3
2

1
=>=-—(1-x?
317¥)
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7.6 Anwendung der Integralrechnung

7.6.1 Flachen zwischen Kurven

y
A
x1 X2 x3
Al ‘ ‘ > X
A2

Welche Funktion schlie3t die Funktion mit der x-Achse ein?

X2 X3
A=A +A, A= [f+f

X1 X2
7.6.2 Flachen zwischen Funktionen

y
f
Al
m g
X
x1 X2 x3

X2 X3
A=A +A, A=|[(f-g)|+|[(F-9)

X1 X2
Beispiel:
f(x) = x2-2
g(x) = -x2+6 y
1. Schnittstellenberechnung A
X2-2=-X2+6
2x2=8
xX2=4
X=% 2

P x
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2. Integration
2
A=|f-g
I
2

J'x2—2+x2—6dx

-2

2
2 —
£2x 8

2
:{gx3—8x}
3 -2
:3[8—16—(—Ex+16j
3 3

16 16 32

=—-16+—-16="=-32
3 3 3
_32_ 9% _64_ 1
3 3 3 3

7.7 Okonomische Anwendungen

7.7.1 Konsumentenrente

Nachfrager mussen -
aufgrund des geringeren
Gleichgewichtspreises
weniger Geld als vermutet Angebot P,
ausgeben
(Konsumentenrente)

Gleichgewichtspreis
(GGP)

» q

1 Nachfrage P,

X

S

KR = PN(X) _PN(XO)

X

Ot F Oty

PN (X)dX -P (Xo) @0

Beispiel
Pn(x)=100 - 2 x
Pa(X)=4 x + 10

1. Berechnung des Gleichgewichtspreises
PN = PA
100-2x=4x+10
90 =6 x
x=15
Pn(15)=70

2. Berechnung der Konsumentenrente

P x
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15
K = [(100-2x)-70115
0

= [100 - XZ]ZS -1050
=1500 - 225 - 1050
=225 GE

7.7.2 Produzentenrente

Angebot P,

Gleichgewichtspreis --
Einige Anbieter erhalten den
héheren Gleichgewichtspreis,
obwohl sie billiger anbieten
kénnten
--> zusatzlicher Ertrag
(Produzentenrente) 0

| Nachfrage Py
| > q

X

S

P, =

O S

P(x,) ~P, (9Kl
=P(x,) X, - [P, (0

Beispiel
Pa(X)= 0,25(x+2)?
Xo=3

1. Berechnung des Gleichgewichtspreises
P(3)=6,25

2. Berechnung der Produzentenrente

3
P = 6,253 0,25(x +2)2dx
0

3
=1875 - o,zsj X2 + 4% + 4 dx
0

3
=18,75- 0,25[%X3 +2x2+ 4X}
0

=18,75-0,25(9 +18 +12)
=9 GE
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