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5 Differentialrechnung in einer Veréanderlichen
5.1 Differentiation elementarer Funktionen
5.1.1 Begriff der Ableitung

Hierbei wird die Frage nach der Steigung in einem Punkt behandelt
= Ausgangsidee: Unterscheidung zwischen Durchschnitts- und Momentangeschwindigkeit

DEFINITION
Sekante durchschnittliche Steigung
Tangente Steigung in einem Punkt; berihrt die Funktion nur noch in diesem Punkt
/ Sekante
A
foa)

f(x1) - f(xo)

Tangente

(X1-Xo)

Die Strecke zwischen Xxo und x; sei h cm lang. Daher gilt auch: x; =Xy + h

= f04) -T0x)

Sekantensteigung: m_
X, =%,

. . — :I&X0+h)-f(xo)
Tangentensteigung: m = lim Xg +h-x,
f(x, + h) - (x,)

h

m

. =Iim
h-0

_ ) =f'(xo)
geometrische Erklarung:
Die 1. Ableitung f'(x) beschreibt die Steigung der Funktion bzw. die der Tangentensteigung in X,.

=

m = f'(X)
LSteigung
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Beispiel:

>‘<

f(x) = Y2 x2
m = f'(x)
f'(x) = x
f(2) =2
Steigung in
diesem Punkt?

| »x
x0=2

5.2 Ableitungsregeln

5.2.1 Grundlegende Ableitungstechniken fiir alle Funktionen folgender Form

0 =x" > F(x) = nx 0

Beispiel:

1) f(x) =2x3 > f'(x) = 6x2

2) f(x) = vax® > f(x) = 2x’
1 1

fx)=— - f(x)==x"*

) 2x ) >

3) Ableitung

1 1
fX)=-=x7 - f(x)=——
(=57 = P =5

szJ;qﬂm=ﬁ
4) Ableitung
7% bnd fI(X) :i

24x

f'(x) ==x

N =

5.2.2 Summenregel

() =n(X) + v(x) D F)=n'() +V(X) |

Die Ableitung ist die Summe der Einzelableitungen.

Ist eine Konstante in f(x) vorhanden (Zahl ohne x), so wird diese in der Ableitung 0 bzw. fallt weg.
Beispiel

f(x) =3x2+2x-1 > f(X) =6x + 2

f(x) = vax** - 2x% + b > f(x) = 4x™ - 16x’

5.2.3 Produktregel

() = u(x) * v(X) D F(X) = U(X) *V(X) + u(x) *V'(x)

Beispiele
f(x) = x(x® - 1)> f'(x) =1(x3-1) + x(3x?3)
=x3-1+3x3
= 4x3-1
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5.2.4 Quotientenregel

100 =Y0  py 2 YRV UG V()
v (VO |

Die Ableitung ist der Quotient von (Ableitung der 1. Funktion « Nenner) minus (1. Funktion ¢ Ableitung
des Nenners) durch den Nenner im Quadrat.

Beispiele

X2
fe = x2-2x+1
_(2X)(x2—2x+1) - (x*(2x - 2)
- (X2 —2x +1)?
_2X3—4X2 +2Xx —2x3 - 2x?
- (x2—-2x +1)2
_ —6X2+2x
- (X2 —2x+1)?

(%)

t3
f(t) = 1 S

3t -1) - 13(1)
S (t-1p
3 -3e-t8
C(t-1)p
_213-32
(t-1y

f(0)

5.2.5 Kettenregel (Ableitung verschachtelter Funktionen)
f(g(x)) 2 F(g(x)) =f(g) * g'(x)

Die 1. Ableitung ist das Produkt der 1. Ableitung der &uBeren Funktion und der 1. Ableitung der inneren
Funktion.

Beispiele

f(X) =v3x2+x - auRere Funktion: Wurzel

! - s
f(x) =%(3x2 £%) 2 [6x +1) innere Funktion: 3x2+x

6x+1

- 24/3x2 + X

f(x) = (x° — 2x2)7 aulere Funktion: (...)
09 =( ) innere Funktion: x -2x2

7

f'(x) =7(x° — 2x?)° [{6x° — 4x)
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5.2.6 Besondere Ableitungen

5.2.6.1 Logarithmusfunktion

f(x) =Inx - f'(x) :é

Beispiel
f(x) =In(x3-1) -
1
f'(x) = 2x
W=7

5.2.6.2 Basis ist Eulersche Zahl [Kettenregel anwen  den!]

f(x) =€ > f(x) =e’l

Beispiel
f(x) = € > f(x) = % ¢ (2x-2)

nach Kettenregel: auRere Funktion: e; innere Funktion: x2-2x

5.2.7 Ableitungen, wenn Variable als Exponent existiert
I fx)=a*=e™ =e™ _, f(x)= e Oha=a* ha

I f(x)=x*=e™ =™ _ f(x)= e™ [ﬁll]hx+ xEl)lzj =e*[QInx+1) = x*QInx+1)
5.3 Kurvendiskussion

5.3.1 Definitionsbereich

Fir welche x-Werte ist die Funktion definiert?

ganzrationale Funktionen ID=]|R
Logarithmus-Funktionen Argument des log > 0

5.3.2 Symmetrie

5.3.2.1 Achsensymmetrie (Ordinate)

Beispiel

f(x) = 2x°-3x*+x2 y

f(-x) = 2(-x)°-3(-x)*+(-x)2 A Symetrieachse
= 2x%-3x*x2 /

= f(x) = f(-x) T ~

5.3.2.2 Punktsymmetrie (hier: am

© Christian Leitner und Jirgen Meisel Seite 35 von 55
Stand: 05.10.2005




Mathematik LB J. Meisel

Ursprung)

f(x) = -f(-x)

Beispiel
f(x) =3x'-x"+4x3
f(x) = 3()"-(x)*+4(-x)?
= -3x+x°-4x3
-f(-x) = 3x’-x>+4x3
= f(X) - -f(-X) Symetriepunkt

N\ .

>‘<

Alternativregeln:
:» sind alle Exponenten gerade ist die Funktion achsensymetrisch
e sind alle Exponenten ungerade ist die Funktion punktsymetrisch

5.3.3 Nullstellen

5.3.4 Extrema: 2 Bedingungen

1. notwendig

£(x) =m =0 - Maximum oder Minimum existiert

2. hinreichend

f'(X o) > 0 = Minimum
f'(X o) < 0 = Maximum

>‘<

m<0 m>0

P x
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>‘<

/ Tangente (m= 0)

ar

Sonderfall: Was geschieht, wenn f’(x) = 0 gilt?

p x

Beispiel:

fx)  =x*

f'(x) =4x3=0
x=0

f'(xg) =122

f'(0) =12+ 02=0
P(-1) =4(-1p=-4
(1) =4(1)°=4

Obwohl f'(x) = 0 gilt, zeigt der Graph der Funktion f(x) = x* deutlich, dass er an der Stelle (0[0) ein
Minimum besitzt.

Ersatzkriterium:
Wenn 1. und 2. Ableitung jeweils 0 sind, dann sollte man das Steigungsverhalten links und rechts von
dem ermittelten xo,-Wert untersuchen. Hierzu setzt man einen frei wahlbaren Wert links von X in f'(x)
ein - im Beispiel ware dies (-1)-:

f(-1) =4 {-1)3 =-4.
Genauso verfahrt man mit einem beliebigen x-Wert rechts von x, - z. B. (1):

(1) =4 (1) = 4.

Im ersten Fall liegt eine Steigung von -4 vor; im zweiten Fall eine von 4. Da wir von einer stetigen

Funktion ausgingen —d. h. es liegen keine Spriinge oder Unstetigkeitsstellen vor— folgt:
aus dem Ubergang von negativen in ein positives Steigungsverhalten

in Xo muss die Steigung 0 betragen haben = Extremwert in X,

Die Art des Extremwerts wird durch den Ubergang des Steigungsverhaltens bestimmt:
1. vonm <0 -> m>0 = Minimum

y
A

m<0 m>0

2.vonm>0-> m< 0= Maximum

© Christian Leitner und Jirgen Meisel Seite 37 von 55
Stand: 05.10.2005




Mathematik LB J. Meisel

>‘<

m>0 m<0

5.3.5 Wendepunkte

éf”(x) =0 notwendig
f7(x) 20 hinreichend

Beispiel:
1.f(x) =x3
f'(x) = 3x2
f'"x)=6x=0
x=0
f"(x)=6
f”(0)= 6 = # 0 = Wendepunkt = 0 > x

>~<

2. f(x) =x°
f'(x) = 2x
f'(x)=2
f(0)= 0 = kein Wendepunkt

>‘<

3. f(x) =x°
f(x) = 5x*
f(x)= 20x3 = 0 A

x=0
f'(x)= 60x2
7(0)=0 > ?

<

P x
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4. f(x) =x*
f'(x) = 4x3
f'(x)=12x2=0
x=0
f’(x)= 24 x
f"(0)=0="?

>‘<

»X

Ersatzkriterium fur Sonderfélle:
Am Wendepunkt andert f* das Vorzeichen beim Einsetzen von links- und rechtsseitigen Werten von Xq
(vgl. Uberlegung Extrema).

f'"(x) =20x3
f’'(-1) =-20
(1) =20 = f(x)=x" hat in (0|0) doch einen Wendepunkt, obwohl f”'(0) = 0 gilt.

5.3.6 Grenzwertverhalten

5.3.7 Skizze
5.4 Anwendungsbeispiele der Differentialrechnung

5.4.1 Newton-Verfahren
Ziel: Iterative Ermittlung von Nullstellen héherwertiger Funktionen

y
A

Tangente

Steigung der Tangente (m):

Fx,) =)

daraus folgt:

Nullstellenwert
ist gesucht

Newton-Iterationsformel

Beispiel:
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V2 =x
2=x2
x2-2=0
f(x)=x2-2
X, =1 (Startwert muf3 frei gewahlt werden)
f'(x) = 2x

1 18 1 _17

-——==—-—=—=141
12 12 12 12

Man kann erkennen, dass nach zwei Iterationsvorgangen bereits ein sehr exakter Wert erzielt werden
kann.
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5.4.2 Grenzwertberechnung mit Hilfe der Regel von L'Hospital
Gelangt man beim Grenzwertiibergang zu folgender Situation:

1.

“=g(x) 0
bzw.

2.

“og(x) e

oder zu einer Kombination aus 1. und 2., dann muss geprift werden, welcher Teil (Nenner oder
Zahler) schneller gegen 0 bzw. o« strebt.

. e* e o
z. B.: lim
xom DX 200 00

Frage: Strebt €* oder 2x schneller gegen Unendlich?

Dieses Problem und der damit verbundene Grenzwert kann mit Hilfe der Regel von L'Hospital geldst
werden:

Die Funktionen im Zahler und Nenner werden getrennt voneinander differenziert, d. h. keine
Quotientenregel anwenden.

Danach wird abermals ein Grenzwertiibergang durchgefuhrt.

Sollte dann immer noch die Ausgangssituation (2;%;%;2j auftreten, werden die Differentiation und
[0} 0]

der Grenzwertlibergang noch einmal wiederholt.

Beispiel:
. ex X 00
Im—=—=—=0
x-=2x 2 2
Differentiation Grenzwert-
von e > e* ubergang
und 2x 2> 2

Daraus ist zu erkennen, dass e” schneller gegen groRe Zahlen strebt als 2x.
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