e i Mathematik
Ubungsblatt: Okonomische Anwendung (Diff.-Rg.) | Jirgen Meisel

Okonomische Grundbegriffe:

Betriebsoptimum (BO): Das BO ist die Ausbringungsmenge, bei deren Produktion die
geringsten Durchschnittskosten entstehen.

Langfristige Preisuntergrenze (LPU):
Die LPU ist hier der Preis, der den minimalen Durchschnittskosten entspricht.

Betriebsminimum (BM): Das BM ist die Ausbringungsmenge, bei deren Produktion die
geringsten durchschnittlichen Variablen Kosten entstehen.

Kurzfristige Preisuntergrenze (KPU): Die KPU ist hier der Preis, der den minimalen
durchschnittlichen variablen Kosten entspricht.

Cournot-Punkt (CP): Unter dem CP versteht man den Punkt auf dem Graphen der
Preis-Absatz-Funktion (PAF)eines Monopolisten, der an der selben Stelle liegt, wie der
Schnittpunkt zwischen Grenzkosten- und Grenzerldsfunktion. Dies dokumentiert die
gewinnmaximale Menge und der zu ihr gehorende Preis.

Gewinnschwelle und Gewinngrenze: Der Gewinn eines Betriebes errechnet sich aus der
Differenz des erzielten Erloses und der entstandenen Kosten zur gleichen Menge. Bei
Aufnahme der Produktion sind die Kosten aufgrund bestehender Fixkosten zundchst
hoher als die Erlose, der Betrieb befindet sich in der Verlustzone. Bei einer bestimmten
Produktionsmenge geht der Bettrieb von der Verlust in die Gewinnzone iiber; diese Stelle
wird als Gewinnschwelle bezeichnet (d.h. Kosten = Erlése).

Bei ertragsgesetzlichem Kostenverlauf gibt es im ersten Quadranten einen zweiten
Schnittpunkt zwischen Kosten- und Erlgsfunktion, bei dem ein Ubergang von der Gewinn-
in die zweite Verlustzone erfolgt. Diese Stelle wird als Gewinngrenze bezeichnet.

Sattigungsgrenze: Unter der Sdttigungsmenge versteht man die Menge, bei der
auf dem Markt selbst zum Preis von 0,00 € keine weiteren Produkte mehr absetzen kann,
da der Markt gesdttigt ist.




Lésungen der Ubungsaufgaben:

Der Produzent von Kiichenwaagen beliefert seine Grofhdndler zu einem Stiickpreis von
36,00 €. Seine Kosten fiir die Produktion der ersten 150 Waagen berechnen sich nach

der Funktion: Kl(X) = 0,1 +10x+ 85( Danach arbeitet er mit einer
linearen Kostenfunktion, die Kapazitdtsgrenze liegt bei 240 Stiick.

a) Bestimmen Sie den Term der gesamten abschnittweise definierten Kostenfunktion,

so dass diese an der Stelle x = 150 differenzierbar ist.
b) Berechnen Sie die Gewinnschwelle.
c) Ermitteln Sie die gewinnmaximale Menge und den maximalen Gesamtgewinn.

d) Bestimmen Sie den Term der Gewinnfunktion.

Losung:
Steigung bei x = 150 wegen Differenzierbarkeit!

K.'(x) = 0,2x+10 DO K (150 = 40 = m
Funktionswert bei x = 150: K, (150) = 460(
y-Achsenabschnitt: 4600 = 400156b = b = - 1.40

0,1x* + 10x+ 850 xO[ 0;15f

Gesamkostenfunktion K)x=
40x—-1.400 x> 150

Gewinnschwelle:

Ki(x) = E(X = 0,1X+10x+ 850 = 36
= x%=38,35 [0 x,= 221,6b

Gewinnmaximum:
26x-0,1¢ - 850 xO[ 0;15p
- 4x+1.400 x> 150

(¥ - 26-0,2% x0O[0;150
- |-4 x> 150

G, (130) = 840

Gewinnfunktion ¢ X = {

= 26-0,X=0 = x=13(
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Ein Winzer aus der Pfalz versucht fiir seinen Riesling den giinstigsten Preis herauszufin-
den. Er bietet den Wein in verschiedenen Verkaufsstellen zu unterschiedlichen Preisen

an

und hdlt die tdgliche Absatzmenge fest. Das Ergebnis fasst folgende Tabelle zusammen:

Preis pro Flasche 7,40 7,00 6,60 6,20 5,80

Absatzmenge 20 40 60 80 100

a) Bestimmen Sie den Term der Preis-Absatz-Funktion.

b) Wie lautet die Erlosfunktion?

c) Die Weinproduktion verursacht Kosten nach folgender Funktion:
K(x) = 0,001x-0,%+ 5+ 80 mit D=[ 0;50(
Berechnen Sie nun die Gewinnschwelle und die Gewinngrenze.

d)  Bestimmen Sie den Cournot-Punkt und den maximalen Gesamtgewinn.



Losung:
Preis-Absatz-Funktion:

. _7-74 _ -0,4 _ 2
Steigung m = = — = -—
40- 20 20 100
y— Achsenabschnitt 7 = —imm b= b= 7,8
100
2
PAF: X = —x+78
p( ) 100
Erlésfunktion H ¥ = X x = __2 %7, 8} - -2 X 7,8
100 100

Gewinnschwelle und Gewinngrenze:

2
Kx)=Ex) = 0,00% - 0,%*+ 5+ 80 = ‘ﬁ)ﬁ 7,8

Losungen:  xq = - 40 (nicht im 6konomischen Definitionsbereich)
Xz = 20 = Gewinnschwelle
x3 = 100 = Gewinngrenze

Gewinnfunktion:

G(x) = -0,001¢+ 0,08¢+ 2,& 80
G'(x) = -0,003¢+ 0,16+ 28= 0
= % = 67,2 [0 x, = -13,88
G"(x) = -0,006x+ 0,16 = G ( 67, = - 0,2432< 0= MAX
2

Cournot-Punkt:  P(67,2) = —HJIZBZE- 7,8 = 6,456= C( 67,2 6,4F
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Die folgende Wertetabelle gehort zu einer Kostenfunktion dritten Grades.

Produktionsmenge X 0] 1 2 3
Kosten (T€) K (x) 24 38 40 42
a) Bestimmen Sie den Term der Gesamtkostenfunktion.
b) Wie lauten die Terme der Grenzkosten, der Durchschnittskosten, der variablen
Grenzkosten und der variablen Durchschnittskosten und deren Minima (x-Werte)?
c) Ermitteln Sie die Gewinnschwelle und Gewinngrenze bei einem Preis
von 14,00 € pro Stiick.
d)  Wo befinden sich gewinnmaximale Produktionsmenge und maximaler Gewinn?
Losung:
a)  Loseneine LGS mit 4 Variablen und 4 Gleichungen
K(x) = aX+bxX+cx d
1) 24=d
II.) 38=a+b+c+ 24
) 40=&+d+ 2+ 24
IV.) 42=27a+ D+ I+ 24
Losung: K( ¥ = 2 %X-12 X+ 24 2¢
b)  Grenzkosten: KgrenZ(X) = K '( X) = 6X —24x+ 24
K (x) 24
Durchschnittskosten: Kdurch(x) = « = 2xX -12x+ 24+_X
Variable Grenzkosten: Kvargrenz(x) = Kvar'(X) = 6X —24x+ 24
Kiar (X
Variable Durchschnittskosten: Kvardurch(x) = a;(( ) = 2X°-12x+ 24
Minima der jeweiligen Kostenfunktionen:
()  Grenzkosten: Kyen'(X) = K"(X) = 12x-24 = 0= x = =

(if)

Durchschnittskosten:



K(x)] 24
Kauen'(X) = {T = 4x—12—? = 0
2 .
O~ 4x*-12x*-24 = 0 OO0 X-3¢-6= |
L6sung per Newtonverfahren!
n Xnet f(xn) f ' (xn) Xn - F(xn)/f ' (Xn)
o 3 -6 9 3.6666
1 3.6666 2.962962962 18.3333333 3.5051
2 3.5051 0.204736890  (15.8258341 3.492113
3 3492113  (0.001255592  15.6318910 3.492033
(iii)  Variable Grenzkosten:
Kager (X) = Kiu'(X) = 12x-24 = 0= x =

(iv)  Variable Durchschnittskosten:

Kvardurch '(X)

c)  Gewinnschwelle und Gewinngrenze:

Losungen:

K(x) = E(x) =>

x1 = 3 (aus der Wertetabelle)

X2:4

=

= 4x-12 = 0 = x = &

2x°3 —12x° + 24x+ 24 = 1

= G(x) = -2xX+12xX-10x- 24 =

> Gewinnschwelle

=> Gewinngrenze

x3 = - 1 (nicht im okonomischen Definitionsbereich)

d) Gewinnmaximum

-2X +12¥ - 10x- 24

G(x) =

(

G'(x) =
= X =
G"(x)

(

—6X+24x-10 = O

352 [0 x, = 0,47 weil auBerhalb des Gewinnberslik

= -12x+24 = G352 < 0= MAX( 352 225

(




Der Gewinn einer Unternehmung wird durch folgende Funktion gegeben:

G(x) = —%)(3+2x2+96x— 200 mit D=[0;2}
Ermitteln Sie das Gewinnmaximum und den Gesamtgewinn.

Beweisen Sie Thre Behauptung!

Losung:

G(x) = —%x?+2x2+96x—200 mit D=[ 0;2}

G'(x) = —-xX+4x+96 - 0= x=12 0 x=-8

G"(x) = -2x+4 = G129 = -20< 0= Max 14 66}
Randwerte G0) = -200 O @29 = - 1.758,33

= Das relative Maximum ist auch absoluMaximum der Gewinnfunktior

Gegeben sind die PAF Py (X) = 0,01 x— 100" und die Kostenfunktion des
Monopolisten mit K(x) = 0,01~ + 40x+ 30(

a) Berechnen Sie den Hochstpreis und die Sdttigungsmenge.
b) Wie lautet die Erlosfunktion und ihr Maximum?
c) Berechnen Sie Gewinnschwelle und Gewinngrenze.

d)  Wie lauten die gewinnmaximale Menge und der Cournot-Punkt?

Losung:
a) Hochstpreis: Pn (0) = 0701[:@ 0- 10()2 = 10
Sattigungsgrenze: pN(X)iO = 0,0l[ﬂ X— 10()2i 0 = x= 10

E(x) = xOp (¥ = 0,01xf x 109 = 0,01k- 2%+ 100

0,03¢ - 4x+ 100 = 0= x= 1000 4:1—20

m
—
X
N

|

E"(x) = 0,06x-4 = E'(%)j = -2< 0= Max



c)  Gewinnschwelle und Gewinngrenze

K(x) = E(X = 0,01X- X+ 40x 300 = 0,0K- X+ 10¢

= G(X) = -X¥+60x+300 = 0
= x =551(Gewinnschwelle O = 54,5 Gewinngrerjze

d)  gewinnmaximale Menge und der Cournot-Punkt

G(X) = -X+60x+300 = G()§ = - 2% 60!2 0= x= 3
G'(x) = -2 < 0 = Max

p(30) = 49 = C(30| 49

Ein Monopolist, dessen Kostenfunktion durch K (X) = X =10+ 43x+ 72

beschrieben werden kann, sieht sich einer linearen Nachfragefunktion mit der
Sdttigungsmenge 20 ME und dem Hochstpreis 70 GE gegeniiber.

a) Bestimmen die Funktionsterme der Nachfrage und Erlosfunktion.
b)  Errechnen Sie den Wendepunkt der Gesamtkostenkurve.

c) Bestimmen Sie die kostengiinstigste Ausbringungsmenge.

d)  Ermitfeln Sie Gewinnschwelle und Gewinngrenze.

e)  Bestimmen Sie die gewinnmaximale Ausbringungsmenge und den zugeharigen
Gesamtgewinn.

Losung:
a)  Nachfragefunktion:

p(0) = 70 O p(20 = O
p(x) = mx+b OMPHEITIMPML 0 = 20m 70 =  n¥-

N~

©

—~

e
[

—%x+70 = EX = xdd } = ——; X+ 70 x

b)  Wendepunkt:
K(x)=x-10x+43x+ 72 = K(X= 3X- 20x 43

K"(x):6x—20!:O = x=22 und K'(%=6£ 0 = 190 1412
3 3



c) Fall 1: kostenglinstigste Ausbringungsmenge => Betfriebsoptimum

=> Minimum der Durchschnittskosten

K (X K(x)] !
(x) = x2—10x+43+7—2 = [—( )} = 2X- 10—lz = 0
X X X X
0M . 2x¥-10¢-72 = 0 = x = 6 ( einzige Losung
K(x)] K(6)]
— —( ) = 2+% = —( ) > 0 = Min
X X 6
= Betriebsoptimum: x=$ME]
- | K (6) .
= Langfristige Prelsuntergrenze:T = FﬂE] ( mit Foekendeckun);
Fall 2: kostengiinstigste Ausbringungsmenge => Betfriebsminimum

=> Minimum der durchschnittlichen variablen Kosten

KV%(X) = x°-10x+43 = {KV%(X)} - X%-10= 0= x = 5
:{KV%(X)]:2>O:>Min

= Betriebsminimum: x= $ME]

= Kurzfristige Preisuntergrenze:Kvaé(S) = I8E| ( ohnekastendeckuny

d)  Gewinnschwelle und Gewinngrenze

K(x) = E(X) = X-10X+43x 72 = —g X+ 70

= G(x) = -xX+6,5X+27x 72 = 0
= % =2(Gewinnschwellp
= X, =8,66(Gewinngrenzp O p=- 4,1 n def



e)  gewinnmaximale Ausbringungsmenge und den zugehorigen Gesamtgewinn

G(x) = -xX+6,5X+27x- 72

G'(x) = -3x+13x+ 27 = 0= x= 5870 x=- 15@n def)
G"(x) = -6x+13 = G'58) < 0= MaY 587 108,230
Gegeben sind die Nachfragefunktion Py (X) = —0,16x+ 2,&ynd die

Kostenfunktion K(X) = 0,04% - 0,6¢ + X+ &

a) Berechnen Sie die Gewinnschwelle und Gewinngrenze.
b)  Bestimmen Sie die erlos- und gewinnmaximalen Ausbringungsmengen.

c) Ermitteln Sie das Betriebsminimum.

Losung:

a)  Gewinnschwelle und Gewinngrenze

G(x) = E(¥-K(¥ = >Or(¥- K}

G(X)=-0,16¥+ 2,8« ( 0,04~ 0,6+ X p=- 0,0+ 0,44~ 02 =

= x =10(Gewinngrenzp = = 2,79 GewinnschwglleD ,=x- 1,74 .n g

b)  erlés- und gewinnmaximalen Ausbringungsmengen

Erlosmaximum ;

E(x) = -0,16X+2,8 = E(X¥ = - 0,32 28= 0= x 875
E'(x) = -0,32 < 0 = Max

Gewinnmaximum :

G(x) = -0,048+0,44¢- 0,% 2= G(') = - 01%+ 0,8% 0,2
= x=71 = x=0,235

= G"(x) = -0,24x+0,88 = G[(7)]1 < 0= Max



c) Betriebsminimum => Minimum der durchschnittlichen variablen Kosten

Kvar (X)
X

K ' !
=0,04x* - 0,6+ 3 = {L(X)} = 0,08- 0,6= 0= x= 7,5
X

Kvar(x) " :
= T = 0,08 > 0 = Min
= Betriebsminimum: x= 7,5ME]

= Kurzfristige Preisuntergrenze%z O,PGE] ( ohrigHéstendeckun);

Die PAF eines Angebotsmonopolisten lautet: Py (X) = —7Xx+49 ynd die
Kostenfunktion K (X) = X =6 +15x+ 32

Bestimmen Sie

a) den 6konomisch sinnvollen Definitionsbereich Dy .

b)  das Betriebsoptimum und die langfristige Preisuntergrenze.
c) das Betriebsminimum und die kurzfristige Preisuntergrenze.
d) die Gewinnschelle und die Gewinngrenze.

e)  die gewinnmaximale Ausbringungsmenge und den Cournot-Punkt.

Losung:
a) Dy = [0;7] wegen des Hochstpreises und der §atigsgrenz

b)  Betriebsoptimum und die langfristige Preisuntergrenze

LI X2 —Bx+15+32 = {—K(X)} = %62 =
X X X X
0. 2x8-6x-32 = 0 = x = 4 ( einzige Losun)g
— {_K(X)} = 2+E‘r = {—K(4)} > 0 = Min
X X 4
= Betriebsoptimum: x= 4ME]
K(4)

= Langfristige Preisuntergrenze:T = [BE] ( mit Fedtendeckunp



c) Betriebsminimum und die kurzfristige Preisuntergrenze

Kvar(x) = 2 -6x+15 — |:KVL(X):| = 2x—6!: 0 = X
X X
— {Kv%(x)} = 2 > 0 = Min

— Betriebsminimum: x = @ME]

= Kurzfristige Preisuntergrenze:Kvaé(?’) = [GE]

(ohne Fixkostendeckurg

d)  Gewinnschelle und die Gewinngrenze
G(x) = E(Y-K(¥ = dp(3- K}
G(X)=-7xX +49x-( ¥ - 6X+ 15% 33=- R- X+ 34x 32=

x, =1(Gewinngrenzp
X

f—
= X, =4,74(Gewinnschwellp 0 - 6,74 n def

e)  gewinnmaximale Ausbringungsmenge und den Cournot-Punkt

G(X) = -¥-¥+34x-32 = G[) = -3k-2w%34= (
= x = 3,05 0 x, = -37n.def)
G"(x) = -6x-2 = G"3,03 < 0= Max

p(3,05 = 24,5 = C(309 24p



