Klausur: Mathematik Jpﬂgﬂr:j mefﬁ;fen
am Freitag, den 30. Juni 2006 J

Zugelassene Hilfsmittel: Mathematische Formelsammgnlund nicht progr. Taschenrechner
Bearbeitungszeit: 120 Minuten

1)  Integralrechnung

a) Ermitteln Sie das Marktgleichgewicht zwischen Angebot
und Nachfrage:

1 1 5
X)==xX+4 X)=—=x+19—
p/-\( ) 2 und pN( ) 8 8
Ldsung:
leva = “Lei19
2 8 8
rix2— 3

h 2 > 0. =25 Of- [§=5

0@ 03 =x*=15-
8 8

pA(S)Z%E25+ 4=16,5 = M( 5 16,p

b) Ermitteln Sie die Konsumentenrente bei x = 5.

Losung:
1 5
Pn (X) == 3 X "'195 Konsumentenrente
Konsumentenrente: . \\\
; . \
Ke = | (— 1 +19§j dx- 5016, | - \
'\ 8 8 9
5 . \\\
Ky = [—ix3+19§x} - 82,5 Z \
24 8" |, | \\
125 : \
K. = 10,416 = —= |
i 12 \\,,




2.)

Ableitungen:

Bilden Sie die jeweils erste (partielle) Ableitung der folgenden Funktionen:

o (X)) = 4xX-xX+1
n  T(X) = XE”

g f(xy) = X+xy+y

f(x) = 4xX-x+1

OB ern £ '(x) =12x * 2x

f(x) = x &

O PPEFEFEresel,  f'(x)=2xE*+4X 0¢" = 2 xJ&(1+ 2 X
f(xy) = X+xy+y

of

terzrege! il — 2 ﬂ —
[ B9erreerL, aX(x,y) 3x* y und ay(xy 373

3.) Determinanten
Fir welche Werte von a ist die Matrix singuldr?
2a° 3
A, =
6 1
Losung:

A, singular - de(Aa) =0
det(A,) = 22 - 18 0

a?=9 OO~ a=3 0 a=-3
A, singular - de(Aa): 0 = ab{- 3R



4))  Kurvendiskussion

Untersuchen Sie die Funktion f(x) mit der Vorschrift
f(x) = X-k&é mit k>0

nach folgenden Kriterien:

a) Schnittstellen mit den Achsen b) Extrema
c) Ortskurve der Minima d)  Wendepunkte
Lésung:

Vx

Graph der Funktion fiir die Parameterwerte k= {1;15; 2}



Nullstellen:

x*(x-k)=0 = x=0(doppelf O x=
Schnittpunkt mit der y-Achse:
fk(O) = 0 = Sy(0| O)

Extremwerte:
f'(x) = 3¢-2kx = 0 = x=0 O

f"(x) = 6x-2k
f,"(0) = -2k<0 = Max(

0
fk"Egkj = 2k>0 = Minl(gk
3 3

Ortskurve der Minim:

k

. 4.3 3
x=2k = k="x 0UHEHIED y=-2 —3% -_1;
3 2 27 \ 2 2

Wendepunkt:

f'(x) = 6x-2k = 0 = x:%k

f,"(0) = 620 = W Ek‘ _ 2

3 27

Beispielwerte fiir den Parameter k = 3:

f{x.t]=|m | Parameter t = 3,00

Suchintervall won | -1,20 | iz 2,80 |
Schnittpunkte mit der x-Achse Hoch- und Tiefpunkte Wendepunkte

N[ 0,00 0,00] m= 0,00 H[ 0,00] 0,00] m = 0,00

T( 2.001 -4,00) m = 0.00

W[ 1.001 -2,00) m = -3.00



5.) Optimum ohne Nebenbedingungen

a)  Auf einer gegebenen landwirtschaftlichen Fldche sind x
Mengeneinheiten eines Mineraldiingers und y Mengenein-
heiten eines Kunstdiingers zur Erreichung eines Produktions-

zZieles f (Xv y) einzusetzen.

Die Produktionsfunktion lautet:
f(xy) = 240+ 4x+ 10y- X + 3xy—g y

Bei welcher Diingereinsatzkombination ergibt sich ein
Produktionsmaximum?

Losung:
f(xy) = 240+ 4x+ 10y %+ 3xy-§ y

) %(x,y):4—2x+ 3y!=0 = X= 2+g y

Il g—‘;(x,y) =10+ - 5= 0

=243y il !
ningukaRapeR 10+3(2+§yj—5y20:> y= 32 = x= 5

Es resultiert eine stationare Stel®{ |50 |32 )500
Hesse- Matrix

H(f(50] 32)):[_32 _35} — negativ definit

= det(H)=1>0 0 f,=-2<0 = Max(50 33 500




b)  Ermitteln Sie die Extremwerte der folgenden Funktion:

f(xy) = %)@—XZ+ yV—-12

Lésung:
f(xy) = %)@—xﬂ VY -12

1) %(x,y)=x2—2x!20 ONEP. x=0 0 x%=2

Il.) g—;(x,y):zy!:o = y=0

Es resultieren 2 stationare Stellegy{ | 0| © ) 12 3( ‘ 2‘ -0 %)13
Hesse- Matrix
2x—-2 0 ,
H(f)= i i N
0 2

-2 0
0 2] = et(H)<0 = Sattelpunkt

H(f(2]0)) (2) (ZJJ = defH)>00 f,>0= Min( 2‘ 4— 1%)

H(f(0]0))=




6.)

Vollstdndiges Differential und Optimum mit Nebenbedingungen

Gesucht ist das Haushaltsoptimum, wenn folgende Daten vorliegen:

Nutzenfunktion: U ( X y) = XDy
Giiterpreise: p1 = 4 Geldeinheiten p2 = 16 Geldeinheiten

Konsumbudget: 640 Geldeinheiten

a) Bilden Sie das totale Differential d u der Nutzenfunktion,

wenn sich der Nutzen von P1(x/y) = (4/6) auf von

P> (x/y) = (3/8) andert.

Lésung:
u(xy) = xy

du

du

b)

= (X Y) e OUX Y
0X oy

= y[i3-4)+ x{8-6 = 6&f-3+ 412 = .

Wie grof ist die tatsdchliche Verdnderung Au ?

Lésung:

AU
AU

c)

d)

u(3,8) - wu(4,9

38 - 4 = O

Ermitteln Sie eine analytische Losung des Optimierungsproblems mittels
Lagrangeansatz.

Wie hoch ist der Nutzen im Optimum?



Losung:
L(x,y,A) = XxOy+A(640- 4x- 16Y)

oL ! 1
&(x,y,/\) = y-4 = 0 = A = Zy
a—L(x, y,A) = x-16 - 0 = A = iX
0X 16
Austauschverhaltnis

E P SV

4 16 4

eingesetzt in NB

1
640 = 4x+16y D01 640 = 4+ mjix

= X = 80 = y = 20
= u(80|20) = 80120 = 1.600

—<z—/_/¥

—_— ]

| 2000

nfunktion

| -100




Darstellung der Losung mit Hilfe der Isoquanten:

Isoquanten bei
konst. Outputniveau

~

Maximum bei
u(80,20) = 1.600

Kostenrestriktion K (x,y) = 640



7.)  Okonomische Anwendungen zu Matrizen

Gegeben sind folgende Matrizen einer Produktionsserie:

1 4
M., =|3 2 M, = 45
RZ — ZE — 6 3
4 3
a) Bestimmen Sie die Matrix MRE.
Lésung:
1 4 28 1

4 5
3 2 =124 21
6 3
4 3 34 29
Wir erhalten einen Auftrag an Endprodukten von e = (20 , 10)

b)  Wie viele Rohstoffe bendtigen wir zur
Erfillung des Auftrages?

Lésung:
28 17 73

20

24 21 =| 690
10

34 29 970

Wir haben einen Rohstoffvorrat von (90 , 70 , 100)

c) Wie viele Zwischenprodukte kénnen wir herstellen, wenn
danach das Lager vollkommen leer ist?

1 4| 90

3 2| 70| OMOED-

4 3100

1 4] 90

0 -10|-200 = y=20= x= 1
0 -13|- 260




8.) Berechnen mathematischer Ausdriicke

Gegeben sind folgende Matrizen:

1 2 4 1 4 - 2
A= C= D=
S S R B S
Berechnen Sie nun folgende Ausdriicke:
a) A+2C b) (3D*A)" ¢ D
Lésung:
1 2 4 1 4 - 3 10 2
a) A+2C= +2 =
-2 1t t 2 1 2-2 5 t+
2 1N(1 2 4 ( 0 15 24 8 0 T
b) (3D : 3 = 00.| 15 6
-1 4)(-2 1t) (-27 6 18- 1
24+3 12-1

4 -1
C) D 1= E
91 2
Bestimmen Sie die Losung zu folgenden Aufgaben:

4 (6 _
0 [ 03[ ot g xeRos = s
Lésung:

o (festre o O o

) (y+4) =[gjy°mf’+(3 y1D44+£3 y2D43+(3 fm%(j y4D41+(3 y 4

(y+4)° =1.024+ 1.289+ 64§ + 16§ +20y* +y°

g) x¥*+x¥-8 = -6 O ¥+%-2 = 0 0¥f. d+uw2= 0
= u=1 0 u=-
O x> =1 = x=1 0 x%=-1
Of™m. x2 = -2 = keine Losung



OPTlON NO|TPO OPTlON NO|TPO OPT|ON NO|TPO

Wadhlen Sie aus sua eiS nelhdW Wadhlen Sie aus sua eiS nelhdaW

Entweder Aufgabe 9 oder Aufgabe 10

9.) Investitionsrechnung

Die haben zwei Projekte zur Auswahl und sollen eine Investitions-
entscheidung treffen.

Beide Projekte verursachen eine Anfangsausgabe von je 10.000,00 €.
Die Riickfliisse fiir Projekt I in den folgenden vier Jahren wiirden bei
3.000 € (Jahr 1), 4.000 € (Jahr 2), 4.000 € (Jahr 3) und 2.000 €
(Jahr 4) liegen.

Projekt IT wiirde in den ersten beiden Jahren keine Riickfliisse erbrin-
gen, aber mit 7.000 € (Jahr 3) und 6.700 € (Jahr 4) absolut gesehen
einen vermeintlich hoheren Ertrag liefern.

a) Beurteilen Sie die Situation auf Basis eines Kalkulationszinssatzes
von 5 % mit Hilfe der Kapitalwertmethode und treffen Sie eine
Investitionsentscheidung.

Lésung:

Projekt I:

C, = ~10.000+ 3. OOO 4. OOO 4. OOO 2.000 1.586.0
1,05 1, 03 1,0% 1,05

Projekt Il

C, =-10.000+ 2 +_9_, 1000, ©.700 , 55g o7

1,05 1, 05 1, 05 1,05

Da das Projekt I den hoheren Kapitalwert besitzt, sollte man sich fiir dieses
entscheiden.




b)

Lésung:

Projekt I:
C, (q) =-10.000+

Wie hoch wdre der interne ZinsfuB/-satz fiir Projekt I?

(Anmerkung: eine Ndherung per Newton-Iteration geniigt!)

3. OOO 4. OOO 4. OOO 2.000

q

2

g

T

0

-10q* + 39° + 4q° + 49+ 2= 0 [ BRSBTS Er R,

n Xn+1 f(xn) f '(xn) - f(xn)/f "(xn)
0 1.1 0.592 -29.55 1.120033
1 1.12003384095 |-0.02389 -31.95166 1.119286

Der interne ZinsfuB liegt bei etwa pintern = 11,92 [%].

(Ein Iterationsdurchgang bzw. eine Ndherung gentigt!)

10.) Lineare Optimierung und Simplexalgorithmus

Gesucht ist das Maximum der Funktion 6(x,y) = 2x + 3y unter
Beriicksichtigung folgender Nebenbedingungen:

I)
a)
b)
c)
d)
e)

Lésung:

Xx+y < 15

und

II) x+2y < 20

Wie lauten die Nichtnegativitdtsbedingungen?

Stellen Sie den Simplex-Raum graphisch dar.

Ermitteln Sie die Zielfunktion fir 6 = 18 und G = 30.

Bestimmen Sie graphisch das Maximum von G.

Bestimmen Sie das Maximum mit Hilfe des Simplexalgorithmus.

a) Nichtnegativitatsbedingungen

b) - d)

2 0 [

vy O




e)

Bedingungen:

Xx+y < 15

X+2y <

Zielfunktion:

20

x = Anzahl der Produkte P; und y = Anzahl der Produkte P>
Nichtnegativitatsbedingunge
x =2 0 und y =2 0

2x+3y = Z - max



Xy uy u| b
1) 1 1 1 o015
1|:||.
1) 12 0 1|20 oBL
G: 2 3 0 0| Z
1) 1 1 1 0|15 OorMa
ny X1 0 110
2 2
G: 2 3 0 0|z Ot
1y o1 -1 5 O
2 2
ny 10 2 10
2 2
G: X 00 =3|z-30
2 2
1) 10 2 -1 10
21
ny £ 10 1L 10 oHEN.
2 2
1
G: L 00 -3|z-30 o8dhL
2 2
1) 10 2 -1 10
Ny o 1 -1 1 5
G: 0 0 -1 —1\2—35

Losung:

x=10 y=5 => 6=35



