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1)  Integralrechnung

1
Gegeben seien die Angebotsfunktion Pa (x) = > X +2

1
und die Nachfragefunktion Py (X)= "3 X +12

Ermitteln Sie daraus die Konsumenten- und Produzentenrente.

Lésung:
Marktgleichgewicht
ix2+2 = —}x2+12
2 8
e 5 2 4 )
0o 0% 3 =10 OBF- x*=16 00~ [§=4

pa(4) = %EL6+2 = 10 = M( 4| 10

Konsumentenrente:
4 4

Ky = J(—%x2+12jdx—4ﬂ0 = [—2—14x°>+ 12x} — 40

0 0

Produzentenrente
4

P, = 4E:Lo—j(%x2+2jdx = 4&{%% 2% = 2%

0



.. Konsumentenrente

N 4

.. Produzentenrente

2.) Ableitungen:

Bilden Sie die jeweils ersten partiellen Ableitungen der folgenden Funktionen:

o f(xv.2 :% X Oy +%( x1)" 04/ 2

Lésung:

f(x Y, 2 =% X Oy +%( 1)1/ z

0 P, ﬂ(x,y,z) = ROy+( =)/ :

0X
of 2
O Pgersgerl, —(x, v, = = X0
ay(xyz) 3 y
of 1 2
O Pgerser, —(x, v, = —1
az(xyz) 4BL/E(X )



o F(xy)=xB "+

Lésung:
O By %(X, y) = 18 "%+1
O f9"1reps_ i(x y) = x@ye
oy
g f(xy)= x3E2y+In( X + ))
Losung:
[ B9t 1P 9get. ﬂ(x y) = 3x fRy+ 2x
OX X+ y
Otgrr e, O (xy) = 2%+t
oy X+ y

3.) Optimum ohne Nebenbedingungen

Ermitteln Sie die 4 stationdren Stellen der Funktion
f(xy)=xX+y -3x 27y 24
und untersuchen Sie diese Stellen auf ihre Extremwerteigenschaft.

Lésung:




f(xy)=xX+y-3x 27y 24
) —(x,y):3x2—3!:0 = [¥=1

) g_fy(x,y):gyZ—z?éo ~ |y=3

Es resultieren 4 stationare Stellen:
S(113/-3) O s(1/-3 7§ 0 (-3 3-260 g-1- 8 90
Hesse- Matrix

H(f)=(60X 6(:/) 0 fiesers,

H(fs (1]3)= (o 108] = det(H)>0 O f,>0 = Min(1 3 - 3}
0
H(f52 ):( 18} = defH)< 0 = Sattelpunkt
6 0
H(f53 1|3):(0 18] = def{H)< 0 = Sattelpunkt
-6 O
H(fs, (-1]-3)= ( J = de(H)>00 f,<0= Max(-1- 3 8&p

0 -18




Maximum

Minimum

Sattel-
punkt

W

4) Newton-Iteration
Bestimmen Sie die Wurzel aus 23 mittels der Newton-Iteration auf
drei Stellen genau.
Losme: T(X)=X =23 und f(X=2x
Xn+1 f(xn) f '(xn) Xn - f(Xn)/f "(Xn)
5 2 10 48
48 0.04 9.6 4795833
5.)  Kurvendiskussion

Untersuchen Sie die Funktion f(x) mit der Vorschrift
— AKX
f,(x) =€ [{ x-2)

nach folgenden Kriterien:

a)

mit t>0

Nullstellen und Schnittpunkt mit der y-Achse




Lésung:
f,(x)=€*[ x-2) mit t>0
Nullstellen:
¢*[x-2)=0 = x=2 0 €%£0
Schnittpunkt mit ¥ Achse

f(0)=efo-2=1f-23=(-3 = s(0- %

Die Ableitungen von ft (X) entsprechen folgendem Bildungsgesetz:

£ (") (x) = ¢y g [ tx-2t+ n)

t
Anmerkung:

n bezeichnet den Grad der Ableitung; z.B. n = 1 bedeutet die erste Ableitung

b)  Bestimmen Sie die Extremwerte der Funktion in Abhdngigkeit von t.
£ (x) = " @ ftx-2t+ n
00 f'(x) = &tx-2t+])
008 f"(x) = tE*{tx-2t+2)

Extremwerte

1 X ! 2t_1

f'(x) = &ftx-2t+1) = 0 = X= = O &#0
X:ZtT_l in f"(x);

ft“(Ztle = tle ! Eﬁtﬂzt—l—ZHZJ = &' > 0




o dx—Zt—l

c) Zeigen Sie, dass Ft (X) - t2 eine Stammfunktion

Zu ft (X) darstellt.
Lésung:

Zum Beweis: Ableitung der Stammfunktién(x) bilden:
Produkt &
F(x) e a1 é&g?

Kettenregel
Ft '(X) e ausgcls.lmmern o5 [étx —2t— 1+ _]_j
und t kirzen [ L]
. '(X) zusamzenfassen eﬂ dx -2t—-1+1
t t
Ft '(X) zusarm:enfassen et& 5)( _ 2t kur:zen é& [q - 2)

t

d) Berechnen Sie die Flache im Intervall [0 ; 2] wennt= 2 gilt.

R = (o]

Wl = |53

R(] = 57

[F(x)]. = 12,3995




6.) Losen Linearer Gleichungssysteme

Losen Sie die folgenden zwei LGS mit Verfahren Ihrer Wahl:

0O -1 1 X
a) 4 2 3 |ly|=
3 0 -1/\z

Lésung:

18
2
19

b)

1
2
1

-1 3
2 -1
-4 7 Z

Schrittweise Lisung eines linearen Gleichungssystems

- Kt EB=18)
4x +285+3%=2 (2)
3%, - %H=19(3

- EB o+ EH=15(0)
)+ 12+ 34 %, =122
3 - Ey= 1% (3)

- & o+ XK= 18 (1)
£+ 128 + 304 =12 (2)
- 312 %, - 13/4 %5 = 3512 (3)

X+ 12% +34 2= 12 (1)

- Bt H=18 (2
- 3/2 % - 13/4 %3 =35/2 (3)

£+ 125 + 304 =12 (1)

B - H=-182
- 3/2 % - 13/4 5, =35/2 (3)

2]

%

+ 504 %= 19/2 (1)

%= -18 (2)

- 32 %, - 134 £, =352 (3)

>,

+5/4 2= 192 (1)

= -18 ()

- 1944 %, = -19/2 (3)

%

+ 54 2, = 192 (1)
=18 (2)
wm= 2 (3

3

7 ()

% -%=-18(2)

2 (3)

&3]

,

3

7 (1)
16 (2)
2 (3)

X1=‘T.I|

%, =-16

=2

{enau eine Lisung

Fk N O



Schrittweise Lidsung eines linearen Gleichungssystems

% - mF3xm=0(1) % +S5de=12 (1)
2xt+2x - xm=2(2) > - m=1202
g -4 m+Tm=1(3) - 504 =502 (3)
7 - z2+3x=0(1) | + 54 z3 =172 (1)

¥ - 74 1= 12 (2)

4 m3-7Tx3=2(2) 2 o)
x= -

#-dm+Tm=1(3

by =3 (L

#H - mt3xzm=0{1
) - M az =122

4 m-Tx=2(2)

wm= -2 (3)
-3xmtdam=1(3
®] =3 (1
¥ - x+3m=0 (1 m =-3(
x7- M az=12(2) wm=-2(3)

-3m 4 m=1 (3

Genau eine Lisung
%l + 5 zz=12(1) =3
% - T 23 =12 (2) — x=-3
3xm +4 m= 1 (3) x3=-2




7.)  Okonomische Anwendungen zu Matrizen

° 1 5 3 4
Gegeben seien die Matrizen Mez =14 3| ynd Mg = .
> g 3 1 2

a)  Wie viele Rohstoffe werden fiir je eine Mengeneinheit der
Endprodukte benstigt?

Lésung:
6 1 33 19 2
5 3 4
4 3 =129 15 2
3 1 2
2 8 34 14 2

b)  Wie viele Rohstoffe miissen fiir einen Auftrag von 10 E;, 30 E
und 20 Ez im Lager vorrdtig sein?

Lésung:
33 19 2 1.42

1
29 15 22| 30=| 1.18
34 14 24\ 2 1.24



8.) Berechnen mathematischer Ausdriicke

Bestimmen Sie die Losung folgender Gleichungen und Ausdriicke:

) i(%'j b) i(i_d')

i=1 i=4
101 -3
he2 310 3 -16
o 04 1 2 ) Det|4 1 2
00 2 1 0 2 1

i(lijziazj Y-
a |2 2 - 2 2 ’

25 _ 22 _ 22_ 22 22@3
’ Z(|—4):Z(|—1):Z|—21:7—2211: 23
=4 =1 =1 =1
c)
1 0 1 -3 1 0 1 -3
2 31 0 0 3-1 6
Det 0P E1S  Det
0O 4 1 2 0O 4 1 2
0O 0 2 1 OO0 2 1
Entwicklung nach der 1.Spalte:
3 -1 6 ]
lMDet}4 1 2| = 3+ 0+48 G 12 4= 43
0O 2 1

d) gl c)



9.) Lineare Optimierung und Simplexalgorithmus

Gesucht ist das Maximum der Funktion 6(x,y) = 4x + By unter
Beriicksichtigung folgender Nebenbedingungen:

I) 2x+y < 20 und II) 3x+4y < 60

a) Bestimmen Sie graphisch das Maximum von G.

b)  Bestimmen Sie das Maximum mit Hilfe des Simplexalgorithmus.

Ldsung:

Bedingungen: x = Anzahl der Produkte P; und y = Anzahl der Produkte P>
1) 2x+y < 20 Nichtnegativitatsbedingunge

II.) X+4y < 60 x =2 0 und y = 0

Zielfunktion: 4x+5y = Z - max

\
20

184

Simplex-
raum
Zielfunktion




Simplexalgorithmus:

Xy u w| b
1) 2 1 1 0|20
}DI.
1) 34 0 1|60 OfL
G: 45 0 0]z
1) 2 1 1 0|20 O MG
ny 2 10 115
4 4
G: 450 0 z 090L
5 1 4n.
1) 2 0 1 -= 5 08 lL
4 4
ny = 10 L s
4 4
G: X 00 -2|z-75
4 4
1y 10 2 -4 4
5 5
.
ny 210 X 15 oHEML
4 4
1
G: X0 o0 -2|z-75 ofdh
4 4
1y 10 2 -4 4
5 5
y o 1 -3 2| 1
5 5
G: 00 -1 87
5 5




10.) Investitionsrechnung

Die haben zwei Projekte zur Auswahl und sollen eine Investitionsent-
scheidung treffen.

Beide Projekte verursachen eine Anfangsausgabe von je 10.000,00 €.

Die Riickfliisse fiir Projekt I in den folgenden vier Jahren wiirden bei
3.000 € (Jahr 1), 4.000 € (Jahr 2), 2.000 € (Jahr 3) und 5.000 € (Jahr 4)
liegen.

Projekt IT wiirde in den ersten beiden Jahren keine Riickfliisse erbringen,
aber mit 8.000 € (Jahr 3) und 6.000 € (Jahr 4) absolut gesehen einen ver-
meintlich hoheren Ertrag liefern.

a) Beurteilen Sie die Situation auf Basis eines Kalkulationszinssatzes
von 5 % mit Hilfe der Kapitalwertmethode und treffen Sie eine
Investitionsentscheidung.

Lésung:
Projekt I:

C, = _10.000_'_3000 4000 2000 5.000_ 2.326. 4

1,05 1, 05 1, 05 1,05

Projekt Il

C, = -10.000+—2 40 8000, 6000 ) 0/5 o7

1,05 1,05 105 1,05

Da das Projekt I den hoheren Kapitalwert besitzt, sollte man sich fiir dieses
entscheiden.

b)  Wie hoch wdre der interne Zinsfu/-satz fiir Projekt I?
(Anmerkung: eine Ndherung per Newton-Iteration geniigt!)

Lésung:
Projekt I:

Co(q) _ _10.000_'_3.0004_ 4.000+ 2.009_ 5.000 C

q q q q

~10g* + 3P+ 4P+ 29+ 5 = 0 [ BP9 AT Yerererater,




n Xn+1 f(xn) f '(xn) Xp - T(xn)/f "(Xn)
0 1.1 1.392 -31.55 1.14412
1 1.1441 -0.1178254 -36.9726 1.14093

Der interne ZinsfuB liegt bei etwa pintern = 14,09 [%]

11)  Vollstdndiges Differential und Optimum mit Nebenbedingungen

Gesucht ist das Haushaltsoptimum, wenn folgende Daten vorliegen:

Nutzenfunktion: U ( X y) = 4)8'3 Dy)'?

Giiterpreise: p1 = 8 Geldeinheiten p2 = 14 Geldeinheiten
Konsumbudget:  1.200 Geldeinheiten

a) Bilden Sie das totale Differential d u der Nutzenfunktion,

wenn sich der Nutzen von P1(x/y) = (9/9) auf von
P> (x/y) = (10/8) dndert.

Lésung:
u(xy) = 4axXoy’
du = M[ﬂx+au(—x»my
0X oy
0,7 0,3
du = 12XD/ f10-9+2% % g 9 = 17% 28- 1 = - 1

b)  Wie groB ist die tatsdchliche Verdnderung Au ?

Lésung:

Au u(10,8 - u(9,9
Au = 4f1@°7 - 909
Au = 4085539 - 9 = - 1784



c) Ermitteln Sie eine analytische Losung des Optimierungsproblems mittels

Lagrangeansatz.
Léosung:
L(x, y.A) = 4X°y7+1(1.200- 8- 14)

0,7 | 7
Liyyd) = 122 -8l = 0= 4 = 0150

0X X7 X

oL X0 | 3
S (0¥A) = 28514 = 0= 4 = 0,25

Austauschverhaltnis
0,7 0,3
0152 = oz = y = 24
X y” 3
eingesetzt in NB
_4,
1.200 = &+ 14 O0OT- 1.200 = &+ 14:—ng

= 1.200 = Z%X = 1.200 = 8—30X

= X=45 = y=60

d)  Wie hoch ist der Nutzen im Optimum?

Losung:  U(45 | 60)= 4045°060"= 220,1

'_ — Produktionsfunktion

\ Kostenfunktion




Kostenfunktion ——

250

Produktionsfunktion

N

it CET 33 ET X FE A3 FT 33 B ET XL

o

100

Herleitung der graphischen Lésung:




1A \ Isoquanten bei

e RN ~ konst. Outputniveau

AN « = 250

ZI‘(S\\ \ f _ ':

10 b s A l.l = 100
R . u-=s 501

Maximum bei Kostenrestriktion

u(45,60) = 220,16 ME K (x,y) = 1.200

Betrachtet man die beiden Funktionen in zweidimensionaler Form, so entstehen die
Isoquanten. Im Tangentenpunkt zwischen Kosten- und Produktionsfunktion liegt

dann das Produktionsmaximum unter Beriicksichtigung der Kostenrestriktion.



