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max. |erreichte
Nr Thema der Aufgabe Punkte | Punkte Bemerkungen
Matrizenrechnung:
1 12
Rechentechnik
Diff.-Rg | (mehrere Var.):
2 12
Extrema ohne NB
Diff.-Rg Il (mehrere Var.):

3 . 12
Extrema mit NB
Okonomische Anwendung
4 . . 12
zur Diff.-Rg. (1 Variable)
Matrizenrechnung:

5 Mebhrstufige Produktion und 12
Produktverflechtung
Matrizenrechnung:

6 12
Leontief-Modell

Summe 60




(1) Rechentechnik zu Matrizen

T a=[ 12 B[t 77
Gegeben sind die Matrizen A und B: |3 4 “lo 3

a) Bestimmen Sie die Ergebnisse der Ausdriicke
A*-B* und (A-B)-(A+B)
und erlautern Sie kurz, warum hier die 3. Binomische Formel nicht gilt.

Anmerkung:
Voraussetzung ist natiirlich, dass Sie die Matrizenmultiplikation korrekt durchfiihren @

A:(ié jj B:(é _sz A>-B> und  (A-B)-(A+B)
S8 | M L
BZ:[(l) _32 [cl) _32}((1) _98j

-1 2 1 -2 -2 4
A_B: — =
Sl o

— 0 3 -3 1
-1 2 1 -2 0 O

und A+B= + —
-3 4) 0 3] -3 7]

R P
(AB).(A+B):[§ _‘11].(_03 Sj:(_—lsz 278}{:2 114j

b) Welche Matrix miisste man anstelle B verwenden, damit die 3. Binomische Formel

hier gelten wirde?

Bitte mit kurzer Begriindung.
Es kénnte die Einheitsmatrix E, die Inverse zu A (=> A*) oder die formattechnisch kor-
rekte Nullmatrix N verwendet werden;
denn diese sind ein neutrales Element bzgl. der Multiplikation
und es gilt hier dann das Kommutativgesetz - daraus folgt:
=> A*E=E*A=A = A*N=N*A=N
=> A*Al=A1*A =E



(2) Differentialrechnung: Extrema ohne Nebenbedingung(en)

Ermitteln Sie die beiden stationaren Stellen der Funktion

f(xy,z) = x*-12x+4y? —8y+%22—4z+yz

und untersuchen Sie diese auf ihre Extremwerteigenschaft.

Berechnen Sie den Funktionswert nur bei der Extremwertstelle @
3 2 1 2
f(x,y,z) = X —12x+4y —8y+§z —4z+yz

) = 3x*-12=0 —> x°=4
,z) = 8y-8+z=0 — z=8-8y
)

= %z—4+y:0 — z=16-4y

— y==2 —> 7=24 —» Xx=%x2

6x 0 O
H(f)=| 0 8 1
0 1 0,25
6-(-2) 0 O (-12) 0 O
H(f)= 0 8 1 |=| O 8 1
0 1 0,25 0 1 0,25
D, =(-12)<0 indefinit
AW > D, =(—12)-8-0-0=(—96)<0 kein
Extremum
6-2 0 O 12 0 O
H(f)={ 0 8 1 |=/0 8 1
0 1 0,25 0 1 0,25
D, =12>0 positiv definit
Adswertng_, D,=12.-8-0-0=96>0 —

D,=12-8-0,25-1.1.12=12>0 Min(2/-2/24)=-56



(3) Differentialrechnung II: Extrema mit Nebenbedingungen

0,25 ,0,75
Gegeben sei folgende Produktionsfunktion: f (X, Y) =8-X "y

Eine Mengeneinheit fir x kostet 12,00 GE, der Preis fiir eine Mengeneinheit

von y liegt bei 18,00 GE.

Insgesamt steht ein Budget von b = 4.800 GE zur Verfligung.

a) Bestimmen Sie das optimale Produktionsprogramm mit Hilfe des Lagrangeansatzes.

b) Welchen Wert besitzt der Lagrangeparameter im Maximumfall und
welche 6konomische Aussage kann hier getroffen werden, wenn sich
das Budget b um 10 GE erh6ht?

L(x y,A)=8-x"*.y"" + 1(4.800-12x-18y)

y0,75 2 y0,75 1 y
LX(X’ y'/l)zz'st -124=0 - E'st :g'st =A
X0,25 6 XO 25 1 X0,25
L (X,y,A)=6- -181=0 —»> —- =—- =A
y ( y ) y0,25 18 y0,25 3 y0,25
eichsetzen 1 y0,75 1 XO’ZS 6 1
Gleichset: 3 g.)(0175:§-y0,25 - y:I.§.X - y:2x

A el > 4.800=12x+18-2x — 4.800=48x — x=100

in NB
— y=2x — y=200
— £(100/200)=8 -100%% - 200%™ =1.345,43

0,75 0,75 0,75
p=ty 1200 :E.(@j _L 07 _ 0 2803
6 X°® 6 100°° 6(100) 6
> 1=0,2803 —b=t0 5 Af =0,2803-10~ 2,803

f = 1.345,43+2,803 = 1.348,233



(4)

Okonomische Anwendung zur Differentialrechnung mit einer Variablen

Der Unternehmer Kuno Storchenful} agiert mit der Umsatz-Funktion
u(x)=-3x"+114x" + 424x_

Die Gesamtkosten der Produktion belaufen sich nach eingehenden Analysen auf

SN\ S
ngs(x) = | Kges | -My+ Kgiy

N 64X N S
my = |8x2-0,2x3| mitxpe €[0;50] und Kkgeg =10 | und Kgy =1.000
X2 +10x 4

Die hergestellte Menge x wird auch komplett zur jeweiligen Preis-Absatz-Funktion p(x) abgesetzt.

= beschriften Sie Skalen des Koordinatensystems und die drei Funktionen

= berechnen Sie die Koordinaten der angezeigten Punkte und benennen Sie diese

mit geeigneten Fachbegriffen
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S\ S
ngs(x) = | Kges | -My+ Ky
N 64x L (5
my = |8x2-0,2x3| mitxpe €[0;50] und Kges ={10 | und Kgy =1.000

x2 +10x 4

5\" 64x 64x
Kges(X) = |10] |8x2-0,2x3 |+1000 = (5 10 4)-|8x2-0,2x3 |+1000

4 x2 +10x x2 +10x

64x
ngs(x) = (5 10 4)-|8x2-0,2x3|+1000 = 5-64x+10-8x?—-10-0,2x3 +4-x? +4-10x +1000
x2 +10x

Kges(X) = 320x+80x2 —2x3+4-x2 +40x+1000 = -—2x3+84x2 +360x +1000

u(x)=—3x3+114x2 + 424x

Gewinnfunktion :

g(x) = u(x)-k(x)
g(x) = —3x3+114x2 +424x —(—2x3 +84x2 +360x +1000)
g(x) = —3x3+114x2 +424x +2x3 -84x2 -360x —1000 = —x3+30x2 +64x —1000

Ulmax) = (27.07, 35505.7)
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Umsatz-Kosten: Gewinngrenze =
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Upggatz-Kosten: Gewinnschwelle = (519, 4849 82)

Gimax) ={21 A313.010
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(5) Matrizenrechnung: Mehrstufige Produktion und Produktverflechtung

Ein Betrieb produziert aus den Rohstoffen R1 und R die Zwischenprodukte Z1, Z2 und Z3

und daraus die Endprodukte E1, Ep und E3.

Der Materialfluss in Mengeneinheiten (ME) ist dem Gozintographen und der Tabelle zu
entnehmen.

a)

a b c
1 3 0

Bestimmen Sie den Verbrauch an Rohstoffen R1 fiir je 1 ME der Zwischenprodukte,
so dass a, b und c positive ganze Zahlen sind.

2a+b 2a+2b+C b+C Koeffizientenvergleich 5 10 5
5 8 3 ) |5 8 3

o L N
NN
=)

— 2a+b=5 und 2a+2b+c=10 und b+c=5 — (a b c):(2 1 4)

1.000
Es ist folgender Vorrat an Zwischenprodukten vorhanden: ; = [1.100

600

Wie viele Endprodukte E; und E; kdnnen hergestellt werden, wenn das Lager danach
vollstandig leer sein soll und von Ez 200 ME hergestellt werden miissen?

2 2 0 1.000 100
=2z —> |1 2 1|-e = |1100] > e = |400
011 600 200



c)

Gesucht ist jetzt die notwendige Mindestmenge an Zwischenprodukten, wenn eine
Bestellung von Endprodukten im Verhaltnis E1 : Ez : E3 =>1: 3 : 4 realisiert werden
soll und bereits 700 ME von Z3 vorratig sind.

Weitere Zukdufe von Z3 sollen keine erfolgen.

2 2 0 X Z, 8X Z,
M,.e = z > |12 13| =]z | > |1x]| = | 2
0 1 1) (4x 700 X 700
800
— x=100 — [ = |1.100
700
d) 1MEvonR1kostetZGE,1MEvonR2kostet4GE=>[5; = (2 4)
Die Fertigung von je 1 ME der Zwischenprodukte aus den Rohstoffen und von je 1 ME
der Endprodukte aus den Zwischenprodukten werden durch folgende Preis-Vektoren
dargestellt:
o, = (342 ud p. = (10 32 12)
Berechnen Sie die Gesamtherstellungskosten fiir je 1 ME der Endprodukte.
Kywamt = Pr-Mag 6+ Dy My - €4 Pe-e
E 10 & 2 2 0)(1
kgesamt = (2 4)-(5 3 3}- 1 +(3 4 2)- 1 2 1|1 +(1O 32 12)-
1 0 1 1)1
4
Keesart = (2 4)-@2}(3 4 2)-|4|+54 = 104+32+54 = 190

2

1
1
1



(6)

Matrizenrechnung: Leontief-Modell
Die Verflechtung dreier Werke A, B und C eines Chemieunternehmens untereinander und
mit dem Markt wird durch das Leontief-Modell beschrieben.
& | A B C
Dabei gilt folgende Technologische Matrix T: T= Al 04 00504
B|{03 025 0

c|012 01 0,2

a) Berechnen Sie die Marktabgabe Yy der Werke A, B und C, wenn 800 ME von A,
520 ME von B und 450 ME von C produziert werden.

0,4 0,05 0,4 800
T=/03 025 0 und x=|520
0,12 0,1 0,2 450

TX+y = X > y = x=T-x > y = (E-T)x

0,6 -0,056 -0,4) (800 274
-y =|-03 075 0 |-1520| = |150
-0,12 -0,1 0,8 450 212

b) Erstellen Sie die zugehoérige Input-Output-Tabelle bzw. fiillen Sie die Vorlage aus:

@1 A B C | Konsum | Produktion
A | [320] [26] [180] |y, =[274] | x =[800
B [[240] [130] [0] |y,=[150]| x, =[520
C | 96| [52] [90] |y,=[212]| x,=[450

374
c) Fir einen kommenden Zeitraum wird mit dem Marktvektor y = | 150 | gerechnet.
112

Bestimmen Sie den neuen zugehorigen Produktionsvektor X .

0,4 005 0,4 374
T=03 025 O und y=|150
0,12 01 0,2 112

- -

TX+y = X > y = x-T-x - y = (E-T)x



x|
I

0,6 -0,05 —0,4
5> y =/-03 075 0 |

-012 -01 0,8

374
150
112

900
Losung per Leontief —Inverse: — x = (E—T)fl-g S5 oX = [560J
345

900
Losung per LGS: x = |560
345

d) Durch ein neues Produktionsverfahren andern sich die Koeffizienten a,; und a,, der

Technologie-Matrix T.
AuBBerdem soll die Produktion der Werke A, B und C auf das Verhaltnis
X; i X, : X3 =10:8:5 umgestellt werden.

549
Der neue Marktvektor ist ; — | 9297
180

Ermitteln Sie die neue Technologie-Matrix T sowie den neuen Produktionsvektor X .

a, 005 04 549
T.=| @ 025 0| und y=|297
012 01 0,2 180
TX+y = X > y = x-T-x > y = (E-T)x
1-a, -0,05 -0, 549
>y =|-a, 075 0 1 297
-012 -01 180
900
ks, _12x-0,8x+4x=180 — 2x=180 — x=90 — x=|720
450
22y _9004a, +540+0=297 — a21:%=0,27
el (1-4a,)-900-36-180=549 — 1-a,=12_085 - a,=015

900



