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(1) Matrizen und Vektoren:
Ubergangsmatrizen & Statisches Gleichgewicht

.Horch" ist einer der weltgrofiten Automobilhersteller. Bei Firmenkunden ist besonders
das Luxusmodell ,H-Hurtig" gefragt. Dieses wird wahlweise mit Kraftstoff- oder Erd-
gasantrieb angeboten. Die meisten Kunden leasen ein Fahrzeug fiir jeweils ein Jahr und
wechseln anschliefend auf ein neueres Modell. Dabei kann die Antriebstechnik immer
wieder neu zwischen den Varianten Benzin, Diesel und Erdgas gewdhlt werden.

Die bisherigen Kunden eines Benzinmodells wihlen zu 60 % beim ndchsten Fahrzeug
wieder ein Benzinmodell, 15 % wechseln zur Dieselvariante. Von den bisherigen Diesel-
fahrern bleiben 75 % bei dieser Technik, 5 % testen den Erdgasantrieb.

Erdgasfans bleiben aus Umweltschutzgriinden zu 80 % ihrer vorherigen Wahl treu, 15
% entscheiden sich fiir Benzin, der Rest wdhlt Diesel.

Im Jahr 2017 konnte man folgende Verteilung der einzelnen Antriebsarten
feststellen: Benzin: 28 % Diesel: 60 % Erdgas: 12 %

a) Erstellen Sie die Ubergangsmatrix.
b) Welche Anteile sind 2018 zu erwarten?
c) Wie waren die Anteile im Jahr 2016?

d) Die Produktion der Fahrzeuge mit Erdgasantrieb ist nur rentabel, wenn lang-
fristig ein Anteil von ca. 30 % erreicht werden kann. Untersuchen Sie, ob dies
bei gleichbleibendem Wechselverhalten zu erwarten ist.
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Mit 43,75 % wird die 30%-Marke deutlich iiberschritten.
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Anlage zur Lésung:
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(2) Rechentechnik

Gegeben sind folgende GroBen:
5

zx&_;xm_y) = 1053 und x=32 und y=32

i=1
5

Berechnen Sie aus diesen Daten das Ergebnis von: Z X yl
i=1

Losung:

ix&_;xm_y) = 1053 und x=32 und y=32

i=1

> (k9= (% Y) -3 (%

Summeoperationen

Zwischenschritte :

DX =X+ Xy + X+ Xy + X =5-X
i=1
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Ergebnis
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(3) Simplexalgorithmus: Lineare Optimierung

Ein Tischlermeister lasst in seiner Werkstatt Tische und Stiihle herstellen. Die Produk-
tion eines Tisches dauert 5 Stunden und kostet 180,00 € (Materialkosten und Arbeits-
lohn). Die Produktion eines Stuhles dauert 75 Minuten und kostet 30,00 €. Insgesamt
soll der Aufwand hochstens 5.400,00 € betragen, dabei sollen nicht mehr als 200 Ar-
beitsstunden aufgewendet werden.

Wie viele Tische und Stiihle sind herzustellen, um unter diesen Bedingungen einen ma-
ximalen Umsatz zu erzielen, wenn pro Tisch ein Verkaufserlgs von 260,00 €
und pro Stuhl ein Verkaufserlos von 45,00 € erzielt werden kann?

Erstellen Sie die graphische und die analytische Losung.

Losungen: Graphische Lésung
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(4) Differentialrechnung: Extrema ohne und mit Nebenbedingungen
Teil 1:

Extrema ohne Nebenbedingungen
Ermitteln Sie die stationdren Stellen der Funktion

f(xyz) = %x2—2x+%y3—8y+%z4+22

und untersuchen Sie diese Stellen auf ihre Extremwerteigenschaft und
berechnen Sie die Extremwerte.

Losung:
f(xy,z) = x-2 = 0 > x=2
fy(xvyiz) = %y2_8 = O —> y1:4 Und y2:—4
f,(x.y.z) = %23+2 =0 > x=-2

S(2 4 -2 f) und S,(2 -4 -2 f,)

1 0 O
Hesse—Matrix: H(f)=/0 y 0

00§z2
4

Auswertung

1 00
Hy (f)=|0 4 o — e,
0 0 3

1 00
det(H,)=1 v det(Hz)z‘ 2‘:4 v det(H,)=/0 4 0=12
0 0 3
= positiv definit = Minimum(Z 4 -2 —7—§j
1 0 O
Hsl(f): 0 -4 0 Auswertung
0O 0 3

1 0
det(H,)=1 v det(Hz):O 4‘=—4 Widerspruch!

= indefinit = Sattelpunkt



Teil 2:

Optimum mit Nebenbedingungen
Gegeben sei folgende Produktionsfunktion:

f (X, y) — 2X0,75 . y0,25

Die Mengeneinheit fiir x kostet 5,00 €, der Preis fiir eine Mengeneinheit

vony liegt bei 2,00 €.
Insgesamt stehen uns 8.000,00 € zur Verfiigung.

Wie viel kann man unter den gegebenen Bedingungen produzieren?

a) Losen Sie das Problem mittels Lagrangemethode.

b) Welchen Wert besitzt der Lagrangeparameter im Maximumfall und welche 6ko-

nomische Aussage kann hier getroffen werden.

L(x,y,4) = 2-x*7.y"® +1(8.000-5x-2y)
L (% y,4) = gzzi—sz =0 > A =
L, (% y,4) = %?Z:—zz -0 > A =
Austauschverhéltnis: y = gx

% 5 8.000 = 5x+2-gx = 2_??)(
meeb® 5 x = 1.200 und y = %1.200

und f(1.200/1.000) = 2.293,06
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Das bedeutet eine Erhdhung des Budget um 1 GE fiihrt zu einer Erhdhung des Outputs

von 0,2866 ME.



(5) Mittelwerte und StreumaBe - diskret

Ein Kioskbesitzer notiert 200 Tage lang die Zahl der verkauften Exemplare
einer seiner Tageszeitungen.

Verkaufte Zeitungen 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl der Tage 21 | 46 54 40 24 10 5

a) Bestimmen Sie den Median, die beiden Quartile und erstellen Sie einen Boxplot.

b) Ermitteln Sie nun noch den arithmetischen Mittelwert und die
Standardabweichung.

c) Wo liegt der Modalwert?
Losung:

Q) Median (Zentralwert) und Quantile/Quartile:

— 1 1 1
X = E(; Ir‘+1) - Xy = E(X100+X101) = §(2+2) = 2

X_p = _(Xn~p+xn~p+l>
— 1 1 1
Xoos = E(Xzoo-o,zs + Xzoo-o,25+1) = E(Xso + X51) = E(l"'l) =1

1 1 1
Xos = E(Xzoo-o,75+xzoo-o,75+1) = E(X150+X151) = §(3+3) = 3

gJ Xn %

b)  Arithmetisches Mittel und Standardabweichung

14 1
a nzll i A= %00

1 L 2 2 1 2
= —E )= = = ,|=—=-1436-2,25° = 1,455
i Jn 2 (n) = 7 Jzoo

c)  Modalwert: hdufigster Wert => x = 2



(6) Mittelwerte und StreumaBle - klassiert

Bei der letzten Statistikklausur wurden folgende Ergebnisse festgestellt:

Punkte:

0<x<25

25<x<40

40< x <80

80<x<100

Anzahl Studenten 5

10

35

10

a) Zeichnen Sie das zugehorige Histogramm

b) Bestimmen Sie den Modus.

c) Wie hoch ist die Durchschnittspunktzahl und wie grof ist die

Standardabweichung?

d) Wie hoch sind der Median und beiden Quartile?

Losung:
Punkte: 0<x<25|25<x<40 | 40<x<80 | 80<x<100 | summe
Anzahl Stu- 5 10 35 10 60
denten
i du- | 1 2 7 2
Relative Hau- | 2 _ g 0g3 | £ 20,167 | —=0,583 | = =0,167 | 1
figkeit 12 12 12 12
Summierte 0,083 0,25 0,833 1 -
rel. H
Klassenbreite 25 15 40 20 100
HDI 0,2 0,67 0,875 0,5 -—--
Klassenmitte 12,5 32,5 60 90 -—-
-U»CNO@TCU.M\M
HDT 4
T__;A_..V,
P ] } 2
| : 2=
i E | 4o f
o Ll |
01 | S




b) Modus: Modale Klasse (grofte HDI):  =>[40;80][
=> Modus (Klassenmitte): 60

c) Arithmetisches Mittel und Standardabweichung

u o = %ixi = u = 56,458 o = \/—Z(Xi)z—,uz = o = 21,249
i1

Anmerkung: Verwendung der Klassenmitten.

d) Median und Quartile
Ansdtze:

Median (bei intervallskaliertem Merkmal): Xos < [a;b], Xos =a+ A;+(0,5-F(a))

Pi
unteres Quartil (bei intervallskaliertem Merkmal): Xo2s € [a;b], Xos =a+ A (O,Z;-F(a))
oberes Quartil (bei intervallskaliertem Merkmal): Xos e[a;b], Xos =a+ A ’(0’75 —F@))
— A, -10,5-F(a — 40-(0,5-0,25
Xy = a+ ( ( )) —> Xy = 40+ ( ) = 57,1438
p; 0,5833

A;-(0,25-F (a)) — 15-(0,25-0,083)
a+ —> Xy = 25+ = 40
P, ’ 0,167

— A -(0,75-F(a 40-(0,75-0,25
075 — a+t ( ( )) — X5 ( )
Pi 0,5833
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(7) Ginikoeffizient und Lorenzkurve

In der Lokalpresse stand folgendes zu lesen:

Und nach wie vor gilt, dass die oberen 10 % der Einkommensbezieher etwa die Hdlfte
der Einkommensteuer bezahlen, wahrend die untere Hdlfte der Einkommensbezieher
lediglich 10 % der der Einkommensteuer bestreitet.

a) Erstellen Sie eine Tabelle mit den insgesamt drei Gruppen an
Einkommensbeziehern und deren geleistete Einkommensteuer.

b) Zeichnen Sie die zugehorige Lorenzkurve.

c) Berechnen Sie den Ginikoeffizient.
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Losung:

Gruppe Einkommen Summe EK Steuer Summe Steuer
1 0,5 0,5 0,1 0,1
2 0,4 0,9 0,4 0,5
3 0,1 1,0 0,5 1,0
Summe 1 --- 1 ---

Gini-Koeffizient: Berechung der Fldchen mit relativen kumulierten Haufigkeiten
Gini - Konzentrationsflache K
maximale Konzentrationsflache K,

Anmerkung:  Als ,Konzentrationsfldche" K bezeichnet man die Fldche, zwischen der
Gleichverteilungsdiagonalen und der LORENZ-Kurve: 0 < K<1/2.
Der Wertebereich des Gini-Koeffizienten liegt zwischen O (= Gleichverteilung)

und 1 (= vollstdndige Konzentration auf einen Merkmalstrdger).
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