12. Jgst. 5. Test Datum: 12.02.2020

Kurs M LK 2 Fach: Mathematik (Leistungsfach)
Thema: Extremwertaufgaben mit rat. Fkt.;
Name:
Punkte: Note:
Bitte geben Sie Ansdtze und Rechenwege an!

Bearbeiten Sie 4 der 5 Aufgabenl!!

Aufgabe 1:

2

Gegeben ist die Funktion f (X) = o

Bestimmen Sie den Punkt auf dem Graphen der Funktion,
der vom Ursprung den kiirzesten Abstand besitzt.

Zeigen Sie auch, dass Thr Ergebnis ein Minimum darstellt.

Aufgabe 2:

Im Baumarkt habe ich 599 m Zaun und eine Zauntiir von 1 m Breite und

2 m Hohe gekauft.

Damit soll von einem Grundstiick eine rechteckige Form eingezdunt werden,
die durch diese Tiir auch betreten und wieder verlassen werden kann.

Wie lang sind die Seiten des Rechtecks zu wadhlen, damit die Flache maximal
wird?

Zeigen Sie auch, dass Ihr Ergebnis ein Maximum darstellt.

Aufgabe 3:

Ein Zylinder ohne Deckel soll als Wasserspeicher mit einem Volumen
von 1.000 | dienen.

Wie missen Radius und Hohe gewdhlt werden, damit der Blechverbrauch
minimal wird?

Zeigen Sie auch, dass Ihr Ergebnis ein Minimum darstellt.




Aufgabe 4: 10

Der Deutsche Wetterdienst warnt wegen des Sturmtiefs ,Sabine”
vor Sturmschdden, von denen auch Bahnstrecken betroffen sein
konnen.

1
Neben der Bahnlinie b(X) = > X+1 steht im Punkt A(5|1) eine 20m
hohe Fichte.

Priifen Sie, ob fiir die Bahnstrecke eine Gefahr besteht.

Aufgabe 5: 10

Eine romanische Fensterform ist zusammengesetzt aus
einem Rechteck und einem oben anschlieBenden Halbkreis.
Das nebenstehende romanische Fenster habe den Umfang

U = 5 m und die Rechteckseiten a und b.

Bei welchen Werten fiir a und b
hat das Fenster den groBtmdglichen Fldcheninhalt?



https://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Romanik&oldid=184777325

1.) Abstandsminimierung
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2.) 6rundstiicksoptimierung

U(x,y) = 2x+2y —=» 600 = 2x+2y —> y=300-x
A(x,y) = xy —E25 A(x) = x-(300-x) = 300x-x*
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3.) Zylinderoptimierung
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4.) Bahnstrecke
Zielfunktion

Zu minimieren ist der Abstand der bei-
den Punkte P und A.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

~d(z,y) = B2V + - 1)

A(51)

Der verschiebbare Punkt P gehort zur Funktion y = 0, 5z + 1. Dies ist die Ne-
benbedingung fiir die Zielfunktion d(z, y).

Die Nebenbedingung in die Zielfunktion d(z, y) eingesetzt ergibt:

d(z)
NG

0,5z +1—1)2

= 4/1,25z% — 10z + 25

d?(z) = 1,25z2 — 10z + 25
(d%)'(z) = 2,5z — 10

2,52 —10 =0
2.5z = 10
=4

(@)"(z)=2,5>0
y=0,5-4+1=3

= P(4]3) ist der gesuchte Punkt auf
der Bahnstrecke mit minimalem Ab-
stand zu Punkt A.

d=+/(5—4)2+

Beachte, dass die Zielfunktion jetzt nur
noch von der einen Variablen x ab-
hangt.

Fasse zusammen.

Beachte: Flr denselben - noch zu be-
rechnenden x-Wert - fur den d(z) ein
Minimum wird, wird auch der Term

d?(z) minimal.
Quadriere deshalb die Gleichung.
Bilde die 1. Ableitung von d2(z).

Setze (dz)
die Gleichung nach x auf.

) gleich Null und lése

x = 4 liefert ein kleinstes d, wenn die
2. Ableitung (dz)"(d) positiv ist.

Setze & = 4 in die Nebenbedingung
ein.

Setze die Koordinaten von Pind ein
(nicht in d?).

3—1)2=+15~224LE~22,4m

Da der Baum nur 20 m hoch ist, kann er - vorausgesetzt, ein Sturm tragt einzelne
Aste nicht noch weiter - auch dann, wenn er entwurzelt umfallt, die Bahnstrecke

nicht gefdhrden.



Erganzende Betrachtung der Aufgabenstellung

Die Kreisfliche um A mit Radius 20 m (= Baumh&he) beschreibt die Sicherheits-
zone falls der Baum bei Sturm umstiirzen wiirde.

Da in der Aufgabenstellung lediglich gefragt wird, ob der Baum fiir die Bahnstre-
cke "gefahrlich" sein kdnnte, genlgt es, rechnerisch oder graphisch nachzuwei-
sen, ob der Sicherheitskreis die Gerade b(z) = 0, 5 + 1 schneidet oder nicht.

Die graphische Losung: 6l
Die Kreisfliche um A mit Radius 20m §
erreicht die Bahnstrecke nicht. 4

bi(x) = 05x+ 1

Der rechnerische Nachweis, dass der Benutze zum Schnitt die Kreisglei-
Kreis k(A; 2 LE) die Gerade chung

b(z) = 0, 5z + 1 nicht schneidet: 9

(z—z4)?+(y—ya)=r

fur einen Kreis um den Punkt A mit
Radius r und die Geradengleichung

y =b(z).

Die Kreisgleichung: Setzey = 0,5x + 1in

die Kreisgleichung ein.
z—5)2+(y—1)2=4 5 8
( ) (v ) Fasse die entstehende
Die Geradengleichung: quadratische Gleichung
y=0,5z+1 zusammen.
(x—5)%+(0,5z+1—-1)2 =4 Gib die Diskriminante D

z? — 10z + 25+ 0,25z = 4 an.

1,2522 — 10z +21 =0
D=100—-4-1,25-21= -5

Da die Diskriminante negativ ist, schneiden sich der "Sicherheitskreis” um A und
die Bahnstrecke nicht.



Aufgabe 5: Romanisches Fenster

Fir die Form eines romanischen Fensters (Rechteck mit oben angefiigtem Halb-
kreis) soll bei gegebenem Umfang die groBtmégliche Fldche berechnet werden.

Die Zielfunktion, deren Maximum zu k
berechnen ist, ergibt sich als Summe

der Rechtecksflache mit den Seitenlan-

gen a LE und b LE und der Fache M

des Halbkreises mit Radius b/2 LE. d b/2

Zielfunktion:

1 b
Ala;b) =a-b+ = - (=)? a a

b

Der gegebene Umfang u = 5 LE ist fur die Zielfunktion die "Nebenbedingung".

5 10 1 5 )2
Amaz = 4+w'4+w+5'(4+w) o

50 257

(4 + )2 M 2-(4+x)?
100 + 257

2(4+ )2

25(4+ 7)

2(4 + )2

12,5

Amaz 4+
y — 1,75

&

Ergebnis:

Das romanische Fenster mit dem Umfang 5 LE hat seine gréfite Fliche von rund
1, 75 F'E, wenn die Grundseite gerade doppelt so groB ist wie die Hohe des
Rechtecks.



b=2r
A(a,b,r):a-b+%r2-n = a-2r+%r2-n —  max.

b=2r

U(a,b,r)=2a+b+r-n = 2a+2r+r-n=2a+r(2+mn)
—=>5 U=2a+r(2+n)=5 — a:5_r(22+n)
A(r)=5_r(2+n)-2r+ir2-n:[S—r(2+n)]r+1r2-n

2 2 2

A(r)=5r—2r2—r2-n+%r2-n:5r—2r2—%r2-n

5
4+m

A'(r)=5-4r-r-n=0 — r(4+n)=5 —> r=
A'(r)=—4-n<0 — Max
> (24—n)

10 und a=_4+m _
4+m 2 4+m

5—

b=2r —»> b=

NR.:

5- ° (2+7)
a= 4+g ~2,5-

25(2+n%225(4+n)—25(2+n)
4+7 4+
a:10+25n—5—25n: 3)

4+ 1 4+m




