12. Jgst. Mathematik / Leistungsfach KA3_LKM 12/2 Pi/Mei
Klasse: BGY18 3. Kursarbeit (Nachtermin) Datum: 10.06.2020
Name: Rohpunkte: 100 Notenpunkte:

Notieren Sie simtliche Ansdtze und Nebenrechnungen auf Ihren Bearbeitungsblittern!
Nummerieren Sie alle Seiten! Geben Sie Ihre Bléitter in einer sinnvollen Ordnung ab!

| Aufgabe 1: Funktionenschar Exponentialfunktionen 50[4-6-8-6-4-3-7-4-8] |

1
Lo
Gegeben ist die Funktionenschar f, (X)=(x—k)e* mitxe®R und k>0

a) Berechnen Sie die Schnittpunkte der Funktionenschar fk (X) mit den Koordinatenachsen.
1

(0-k)e* ==k — S,(0]-K)

1 1

Y —Achse: f,(0)

Nullstelle: f, (x)=(x—k)e> = 0 —=2%5 x=k
b) Beurteilen Sie das Grenzwertverhalten der Funktion an den Randern des Def.-Bereichs.
1 1,
lim f,(x)=lim(x—k)e® —=2% 5 "w.00" >0
am Al )_X_m( ) K)o -
1. unbestimmter Ausdruck —(Xx—- k . ) . -1
lim f,(x)= lim (x-k)e* = lim (1 ) v iy — 0"
X —> — o0 X —>—o0 "'— 00" X —> 0 = x—>oo1 =X
e3 7e3
3
c) Zeigen Sie, dass die 1. und 2. Ableitung folgende Formen haben kann:
1 1 EX n 1 EX
f'(x) = Ze* (x—k+3) f"(x) = =Ze® (x—k+6)
3 9
1 1 1 1 1
=X 1 =X 1 —X 1 —X 1 —X
f'(x) = 1.3 +=-(x—-k)e? = =.3.e3 +Z.(x-k)e* = Z.e® - (x—k+3)
3 3 3 3
1 1 1 1 1
f'(x) = =-e® (x—k+3)+=-e* -1 = =.e® - (x—k+3)+=-e* .=.3
9 3 9
1 L 1 L 1
f"(x) = =-e% (x—k+3)+=-e® -3 = =.e® - (x—k+6)
9 9 9
d) Bestimmen Sie Lage und Art der Extrempunkte der Scharkurven.
l 1

f(x) = gesx(x-k+3) = 0 - x=k-3

1 1 L
fi"(k-3) = %e?’(k_3)(k—3—k+6) - %e3k_1>0 N Min[k—s‘(—s)e3(k_3)j



e) Betrachtet werden soll die Funktion nun im Intervall D = [-3 ; 2].
Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente in Abhangigkeit von k an der Stelle x = 0.

L(0) = (0K = (<K) = y-Wert

1
f(x) = %es"(o-ms) - %(3—k) ~m

(k) = %(3—k)-0+b
b = (k)
Tangente: t(x) = %(3—k)x—k

f) Fir welchen Wert des Parameters k ist der Ausschnitt des Graphen der Funktion fk (X) hier

dargestellt? Beschriften Sie den Verlauf mit f, (X) und bestimmen Sie auch die Funktions-

vorschrift des gespiegelten Kurvenverlaufs.

2

N

fl(x):(x—l)ezx

3 2 1 U/‘\ 2

et L (X)=—(x-1)e¥ > g, (x)=(1-x)e’

-2

1
Y —Achse: f,(0)=(0-k)e* ==k — S (0|-k) —*=ts k=1
1 1
Nullstelle: f, (x)=(x-k)e? = 0 —£25 x=k —15 k=1
Funktionsvorschrift des gespiegelten Verlaufs:
1 1 1
—f (X)=—(x-k)e& —<s g (x)=—(x-1)e* =(1-x)e*

Sei fiir die folgenden Fragestellungen sei k = 2:

g) Zeigen Sie mittels Integralrechnung, dass eine Stammfunktion von f2 (X) wie folgt lautet:
1

F(x) = 3(x-5)

1 1 1
Ifz(x)dx = I(X—Z)eéxdx = (x-2)-3¢% - .fl-Segxdx
1
u:x—Z‘v:3e3X
=
vi=e?

u'=1

1 1

1 1 1
[f,(x)dx = (x-2)-3e" - 9% = (x-2):3¢° - 3.3¢% = 3% (x-5)



h) Bestimmen Sie die Flache zwischen der Funktion f2 (X) und dem gespiegelten Verlauf

im wie in der Abbildung angezeigten Definitionsbereich.

T, = [aees| < alcopi-cop| < ofael] - e

Symmetrie zur x—Achse

> A, = 287 = 17,4

i) In den Graphen der Funktion f2 (X) soll ein Dreieck derart einbeschrieben werden,

dass zwei Eckpunkte auf der Grundlinie (=x-Achse) durch die Punkte B und C festgelegt
sind und sich die Spitze des Dreiecks auf der Funktion befindet.

Ermitteln Sie den gesuchten Punkt A so, dass das Dreieck maximalen Flacheninhalt besitzt.

Zeigen Sie auch, dass es sich um ein Maximum handelt und berechnen Sie die Flache.
Flache:

Algh) = Soh > A(X) = 55 6() = 2(x-2)e’
(

5 1 1 1, 1
AV(x) = E«l et +=.2.(x-2)ed = Z.e {1+§ x—Z)}
1 1
A'(x) = g-e3 (%x+%j = %-ee' (x+1) = 0 - x=(-1)
1 1 5 ! 1
AC(X) = —-ed (x+l)+2-et 1 2 g€ 0’ > 0 o Min
Alternativ :
1 5 ' 5 ' Teilaufgabe c)+d)
A, (g9.h) = Eg-h - A(x) = E-fz(x) - A'(x) = E-fz (x) = 0 —==m==0 5, x=
1 1
S OAMX) = 20 > AMCD) = (1) = 2let3 = 2et > 0 > Min
2 2 29
Flache:
1
A(-1) = ‘%-S-fz(—l)‘ = ‘—%-e3 ~ 5,374

Erkldrung zum Extremum:

Da man die Flache unterhalb der x-Achse betrachtet, stellt die Hohe vom Extremwertverlauf der
Funktion ein Minimum dar; allerdings ist die Flache damit maximal.

Alternativ kdnnte man die Situation an der x-Achse gespiegelt untersuchen => dann wiirde ein
Maximum entstehen, da die gespiegelte Funktionsvorschrift -f(x) lauten wiirde.

(1)



| Aufgabe 2: Integralrechnung 30[8-6-16(5-5-4-2)] ‘

Teil 1: Flache zwischen Funktionen

/
1 X2 /
4
Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von den Graphen der beiden
Funktionen eingeschlossen wird.

Gegeben sind die Funktionen f (X) =2-/X und g (X) =

Schnittstellen: A
f(X) = g(x) - 2. \/_ % quadrieren Ax = %.ng
1 1
- —X'-4x = 0 > X{—=x-4| = 0 > x=0 und x,=4
16 16
Flache zwischen den Funktionen:
f(X) = g(x) - 2. \/_ % quadrieren A — %.le
4 4
1 4 1 32 64 32 16 16
- || 2:Ax==-x*|dx = |- X3——-X3} = = = == = =
l( W 4 j {3 W 12 |, 3 12 3 3 3

Teil 2: Integralgleichungen

Bestimmen Sie alle (mdglichen) Integrationsgrenzen, so dass die Integralgleichung erfillt ist.

a

J'(x2—6)dx =0

—a

j(xz—G)dx =0 - Ex3—6xIa =0 - %a3—6a—{%(_a)3_6.(_a)}: 0

3
— a,=0 und a%:i\/l_S

Alternative: Achsensymmetrie

— 1a3—6a+%a3—6a= 0 - §a3—12a: 0 - (%az—lzja =0

a

j'(xz—6)dx -0 > ZI(XZ—G)dx -0 > 2[%x3—6x} =0 - §a3—12a: 0

“a 0

Teil 3: Integrationsverfahren
Bestimmen Sie die Menge der Stammfunktionen F(x) zu folgenden Funktionen f(x):

a) f(x)=In(x) o) f(x)=x-e" o  f(x)=cos(x)-sin(x)

1
d) Begriinden Sie, warum diese Darstellung J-g (x)-g'(x)dx = E[g (X)] “+e

fir die Losung von Teilaufgabe c) hilfreich ist.



Partielle Integration

jln(x)dx = _[l In(x = x-In(x _[x —dx
u=x |v= In( )
u'=1|v :1

_[In(x)dx = x-In(x jldx = x-In(x)-x+c = x-[In(x)-1]+c

Integration durch Substitution

u(x) = x* und OI—u(x) = 2X — 1du _ dx
dx 2 X
jx eXdx = Ix e“-i-d—u = 1-je“du = E-e“ - —.e¥4¢
2 X 2 2
f(x) = cos(x)-sin(x)
Partielle Integration
_[cos -sin ( = sin(x)-sin(x)- jsm )-cos( * JsinCeyos()e >
u=sin( |v sin(x
u'=cos( ‘v — cos x)
stin(x)-cos(x)dx = sin _[sm )-cos( = %sinz(x)+c
Alternative: Integration durch Substitution
u(x) = sin(x) und 3_i(x) = cos(x) — CO‘:L(’X) - o
'[sm -cos ( 'fu-cos(x)co(:lzx) = Iudu - %-uz = %-sinz(x)+c

Partielle Integration

fo(x- e = (e a(0-fotarateye L=

2[g(x)-0' () = g’ (x) —2> [g(x)-g'(x)dx = %gz(x)+c

Anwendung moglich, da die Ableitung von sin(x) der cos(x) ist.



Hinweis: Bearbeiten Sie von den folgenden beiden Aufgaben nur eine — also 3 oder 4!!!

| Aufgabe 3: Rekonstruktion ganzrationaler Funktionen 20 [10-10] ‘
a) :
Der Graph einer ganzrationalen Funktion 3. Grades verlauft durch den Punkt :
P(-1/-1) und besitzt im Ursprung einen Wendepunkt. =1
Aullerdem ist folgende (Teil)Flache des Graphen mit der Abszisse bekannt. 05
Bestimmen Sie den Funktionsterm. 50 05 1 \x

f(x) = ax’+bx* +cx+d f'(x) = 3ax* +2bx+c

f"(x) = 6ax+2b F(x) = %ax4+%bx3+%cx2+dx

1) f(0)=d=0
) £"(0)=2b=0 — b=0
1n.) f(-1) = -a-c=-1 a=-2 b=0 ¢c=3 d=0

1
IV.) Fax‘#lcxz} =1 - la+lc:1
4 2 4 2

0

— f(x) = —2x°+3x

b)
In einem 100m langen Tunnel mit parabelformiger Wolbung sollen Ventilatoren angebracht werden,

welche die Beliftung des Tunnels gewahrleisten.
Ein Ventilator ist in der Lage pro Stunde 1000 Kubikmeter auszutauschen.

(i) Bestimmen Sie den Funktionsterm des Parabelbogens auf der Basis der vorgegebenen Daten.

(ii) Wie viele Ventilatoren sind notig, damit jede Stunde ein kompletter Luftaustausch stattfindet.

Hinweis: Mogliches Ergebnis fiir den
Funktionsterm des Parabelbogens:

f(x) = 10-(—ix2 +1)
100

f(x) = ax®+bx+c
1) f(x)=f(-x) > b=0
1) f(0) = c=10

I.) f(10) = 100a+c=0 — az—%




10

10
Abuer(x) = ZI(_%XZ‘F].OjdX-i—ZOlO = 2-|:—3_]6X3+10X:| +200 = 10300[m2:|

0

1.000 100.000
Vo= T[mz]-loo[m] - [m’]
100.000[ 3]
7 = 3 ; = %[h] — 34[Ventilatoren]
1.000{”‘}
h
|Aufgabe 4: Matrizenrechnung 20[4-4-4-4-4] ‘

Gegeben sind folgende Matrizen:

1
1 2 4 1 4 -1 2 t
A= B=| t C= D=
-2 1 t t 2 1 -t 4
-1
Berechnen Sie nun folgende Ausdriicke:

a)  A+2C b) 3A*B <) A*CT d D2

e) Warum gelten die Binomischen Formeln i.A. bei der Matrizenrechnung nicht?

Begriinden Sie mit Beispielen und Erklarung.

1 2 4 1 4 -1 3 10 2
A+2C = +2- =

-2 1t t 2 1 —2+2t 5 t+2

1 1 t
T 2 2 t

3A-B t A-C 4 2 D°=D-D
3 6 12 6t-9 1 2 4 5 t+8
-6 3 3t -6 -2 1t 2-1t 2-t

Die Binomischen Formeln gelten i.A. nicht, da das Kommutativgesetz bei der Matrizenmultiplikation

normalerweise nicht gilt.
Beispiel:

(a+b)” = a®+2ab+b® aber (A+B)° = (A+B)-(A+B) = A’+AB+BA+B?



Anlage Graphen zu Aufgabe 1:

{ L5

/
N,
L~
grd
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L \
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k=2

a=360°




