13. Jgst. 3. Klausur KA3_LKM 13/2 Pi/Mei
Klasse: BGY18 Fach: Mathematik / Leistungsfach  Datum: 02.03.2021

Name: Rohpunkte: 180 Notenpunkte:

Notieren Sie samtliche Ansatze und Nebenrechnungen auf Ihren Bearbeitungsblattern!
Nummerieren Sie alle Seiten! Geben Sie lhre Blatter in einer sinnvollen Ordnung ab!

‘ Aufgabe 1: Analysis — e-Funktionen 60 [Teilaufgabe je 4 Pkte.; Nr. 4 und 5: 6 Pkte.] ‘

X
Gegeben sei die Funktion f (X) =—¢€
(1)  Bestimmen Sie den Definitions- und Wertebereich der Funktion.
Losung: D=R

(2) Ermitteln Sie rechnerisch eine Gleichung der Tangente an den Graphen von
f in dessen Schnittpunkt mit der y-Achse.
Loésung:

Tangente: y=-x-1

(3) Geben Sie eine Gleichung der Gerade an, die in diesem Punkt (Sy) senkrecht zur
Tangente steht.

Lésung: Orthogonalitatsbedingung: m,-m =-1 — m =1 — Normale: y=x-1

(4) Zeichen Sie den Graphen der Funktion f(x), die Tangente (2) und die Geraden-
gleichung (3) in ein Koordinatensystem.
Ermitteln Sie den Inhalt der Flache, die von dieser Gerade (3), der Tangente (2)
und der x-Achse eingeschlossen wird

Losung: Flache: A, = %g-h = %[1—(—1)]-|—]4 = 1[FE]




(5) Betrachtet werden Rechtecke mit den Eckpunkten
(t10),(00),(0| f(t))und (t | f(t)) furte]-3;0
Es gibt einen Wert des Parameters t, flr den der Flacheninhalt des zugehorigen
Rechtecks maximal ist. Bestimmen Sie diesen Wert

Loésung:

f(x)=—¢e"

Eckpunkte: (t | 0),(0]0),(0|-e")und (t|-e') firte]-3;0[

Breite: Ax=(0-t)=-t  Hohe: Ay:[O—(—et)]:et

Flachenfunktion: A(t) = -t-e' —=1s A(t) = —(-1)-e"? = %z0,368

Berechnung: A'(t) = -l.e'+(-t)-e'=(-1-t)-e'=0 - t=-1

A'(t) = (~1)-€ +(-1-t)-e'=(-2-t)-¢

A'(-1) = (—2+1)-e‘1=—%<0 — reI.Max[—l‘%j

Randwerte : IimA(t)zlim(—t-et)—>0 und lim A(t)= lim (—t-et)—>e—?;z0,l49

t—=0 t—0 t—>(-3)" t—(-3)"

: -1
Gegeben ist auRerdem die in IR definierte Funktion h:ix—>-e""+4

(6) Beschreiben Sie, wie der Graph von h aus dem Graphen von f erzeugt werden kann.
Loésung:

Der Graph von h kann aus dem Graphen von g durch eine Verschiebung um 1 in positive x-
Richtung und eine Verschiebung um 4 in positive y-Richtung erzeugt werden

(7) Geben Sie das Verhalten von h: X —e**+4 fir X > oound X — — o0 an.

Losung:

imh(x) = fim(-e)+d = 4-limE > 4=t o oot

lim h(x) = lim (-e%)+4 = 4-lim & = 4-lim—— - 4-"0" — 4
X—>—0 X—>—0o0 X—>-o @ X—>wo @a”.a

(8) Begriinden Sie (durch Berechnen), dass sich die Graphen von f und h nicht schneiden.

Losung:
Indirekter Beweis (Widerspruch)

f(x)=h(x) - —e'=—e"+4 25 el =4 - “e'-e'=4
e
1 4 4e ine L 4e
— e (——1)=4 - ef=——+ o e'= ke'ritz;ung N <0
€ 1-e 1-e 2650 1-e



Die Umkehrfunktion von f wird mit k bezeichnet.
Die Abbildung stellt die Graphen der Funktionen f und k bei gleicher Skalierung der
Koordinatenachsen dar. Die x-Achse ist bereits eingezeichnet.

9) Ergdnzen Sie die y-Achse und die Gerade w mit der Gleichung y = x in Anlage 1.
Welche Aufgabe besitzt die Gerade w hinsichtlich der Darstellung?

Losung: Spiegelgerade
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(10) Bestimmen Sie die Funktionsvorschrift der Funktion k(x).
Loésung:
f(x)=—e">y=—e

X

- x=-¢' - —-x=¢ > In(-x)=y=k(x) mit x<O0

(11) Begriinden Sie (ohne zu rechnen), dass jede Tangente mit der Steigung M = (— 1)

an den Graphen von f auch Tangente an den Graphen von k ist.
Losung:
Die Graphen von f und k liegen bezliglich der Gerade w mit der Gleichung y = x zueinander
symmetrisch. Da jede Gerade mit der Steigung symmetrisch bezlglich w ist, berihrt sie, wenn sie
den Graphen von f beriihrt, auch den Graphen von k.

\0j

91X~ und u:xi> f(g(x))

Betrachtet werden nun die in definierten Funktionen

(12) Geben Sie fiir u(x) einen Funktionsterm an, der zwar die Variable x aber nicht die

Funktionsbezeichnungen f und g enthalt.
1

Losung: gZXH% und f(g(x)):—eg(x) N U(X)=f(g(x)):—e;



(13)  Zeigen Sie, dass die 1. Ableitung der Funktion U : X > f (g (X)) folgende Form
1

annehmen kann: U'(X)ZF-GX und

erlautern Sie, die folgende Darstellung: u '(X) = f '(g (X)) g '(X)

Loésung:
1 M 1 1
u(x)=—ex=-¢* - u'(x)=—e*-(-)x?==

X
Anwendung der Kettenregel : u'(x)=f'(g(x))-9'(x)

(14) Begriinden Sie, warum u(x) keinen Extremwert besitzt.

Loésung:
1 2 . 1
1 - . — ex=0 - - - - .
u'(x) valh 0 —uiomsdia Nk 0 — notwendige Bedingung nicht erfllt
Aufgabe 2: Stochastik 60[16-44] |
Teil 1: Bedingte und Totale W’keit & Satz von Bayes

Ein Familienunternehmen besitzt drei unterschiedlich alte Maschinen A, B und C,
die alle das gleiche Gut produzieren. Sie stellen am Tag 5.000, 12.000 bzw. 33.000
Stiick her, wobei die Ausschussquoten 2%, 1% bzw. 5 % betragen.

a) Mit welcher WS ist ein beliebig gewahltes Gut dieses Unternehmens ok?

Losung:

P("ok") = m-0,98+@-0,99+w-0,95 = 0,9626
50.000 50.000 50.000

b) Mit welcher WS stammt ein defektes Gut aus der Produktion von Maschine B?
Losung:
P("defekt") = 0,0374
0,24.0,01 0,0024

> P..("BM) = 22T — 0,0642
defeld 0,0374 0,0374

c) Mit welcher WS wurde ein beliebig der Produktion entnommenes fehlerfreies Gut von
Maschine A hergestellt?
Lésung:
0,1.0,98 0,098

P, ("A") = =2 o = 0,1018
0,9626 0,9626




Teil 2: BV & Baumdiagramm

Ein Blumenhandler gibt fir seine seltene Pflanze eine Keimgarantie von 80 %.
Ein Kunde bestellt 25 Blumenzwiebeln.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit keimen

a) alle 25 Blumenzwiebeln?

25 25 0
Losung: Bysios (X =25) = | |0.87:0.2" = 000878 ~ 0,378[%]
b) mindestens 20 Blumenzwiebeln?

losung:  Bus.os(X =20)=1-B(X <19)=1—(1-0,617)=0,617 ~ 61,7 [%]

c) hochstens 10 Blumenzwiebeln?

Losung: 825;0’8()( SlO) =0

d) Mehr als 7 und weniger als 15 Blumenzwiebeln?
Losung:

Bys.os(7< X <15) = B(X <14)-B(X <7)
By o5 (7< X <15) = (1-0,9944)—(1-1) = 0,0056

e) Wie viele Blumenzwiebeln muss Rudi Rettich kaufen, damit er mit
einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99,9 % mindestens eine
keimende Pflanze erwarten darf?

Loésung:

B,os(X>1) = 1-B, ,,(X=0) > 0,999
> 0,2" < 000l > n > 43 > n > 5

f) Berechnen Sie Erwartungswert und Standardabweichung der
keimenden Blumenzwiebeln.

Losung: u = 2508 = 20 » o = 4J20.0,2 = 2

g) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit des Sigma-Intervalls.
Losung:

Bys o5 (18< X <22)=B(X <22)—B(X <17)=0,9018-0,1091= 0,7927

h) Bestimmen Sie die symmetrischen Intervallgrenzen fiir ein Intervall
mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 %
Lésung:
Ansatz :
symmetrisch
P(k,<X<k,) = P(u-1640<X<u+l64c) = P(|X-u<164c) = 0,90

P(|X-20/<1,64-2) = 0,90 — P(|X-20/<3,28) = 0,90
— P(16,72<X<2328) — P(17<X<23) = 0,9258



i) Wie groR ist die Keimgarantie p tatsachlich, wenn die Standardabweichung bei 2,5 liegt?
Lésung:
o’ = n-p(1-p) = 625 —==> p-(1-p) = 0,25
— —-p°+p-025 = 0 - p = 05
k) In einem Korb sind 21 Blumenzwiebeln vom Typ A und weitere Blumenzwiebeln
vom Typ B. Zieht man blind ohne Zuriicklegen zwei Blumenzwiebeln aus dem Korb,

so betragt die WS, zweimal denselben Typ zu ziehen, 50 %.
Wie viele Blumenzwiebeln sind insgesamt im Korb?

Losung: => Baumdiagramm
P("AA"U"BB") = P("AA")+P("BB")
21 20 X X—1

P(||AAII)+ P("BBII) — . + .
21+x 20+x 21+x 20+X

= 0,5

— 420+x*—-x = 210+20,5x+0,5x> — 0,5x*-21,5x+210 = 0
— X =28 v X,=15 — Entweder 15 oder 28 Blumenzwiebeln vom Typ B

‘ Aufgabe 3: Determinanten und Losungsverhalten von LGS 20[4-10-6] ‘
t 1 0 2t+1
Gegeben sinderteR\{O}die Matrix A =|1 t+2 t |undderVektor di=| 4t
0O 1 2t 1-2t
a) Losen Sie das lineare Gleichungssystem Ap-x = 1
Loésung:
1 1 0)(x 3 X 2
1 3 1f|yl=4] » |Yy|=|1
01 2)\z -1 z -1
b) Fur welche t ist das Gleichungssystem Ap-X = dt
unlosbar, mehrdeutig I6sbar, eindeutig |6sbar?
Losung:
t 1 0
Sarrus
Det|1 t+2 t | = 2t°(t+2)+0+0-0-t?-2t = t(2t*+3t-2)
0O 1 2t

- t(2*+3t-2) = 0 - =0 t,=-2 t,=05
eindeutig l6sbar : teR\{-2;0;0,5} mehrdeutig l6sbar: t=0 unloshar: te{-2;0,5}



Probe mitt =-2

-2 1 0 |-3 1 0 -2|-8
1 0 -2|-8 iiei - -2 1 0 |-3 ii+2i
0 1 4|5 0 1 4|5
1 0 -2| -8 1 0 -2| -8
- 0 1 -4|-19 - 01 -4|-19 unlosbar
01 4| 5 iii—ii 0 0 0| 24
Probe mitt =0
0 1 01 y=1 X -2
1 2 010 - X=-2y=-2 —> |y|=| 1| mitzeR
01 0|1 1=12 Z Z
Probe mitt=0,5
05 1 02 2 1 2 0 |4
1 25 052 - 1 25 052 ii—i
0 1 110 0 1 110
1 2 0 4 1 2 0] 4
- 0 05 05]|-2 2ii - 01 1|4 unlosbar
0 1 1 0 iii—2ii 0O 0 O 4 iii—-2ii
T _l
c) Berechnen Sie (AO_A]-) '(AO_Al).
Loésung:
] Ergebnis sofort ohne Berechung méglich, da
(o) )T
- -1
01 0) (11 0) 010)(L10
={|{1 2 0|-|1 3 1 1 2 0|-|1 3 1
010 01 2 010 01 2
1 0 0Y'(-1 0 O -1 0 O -1 0 O 1 00
=0 -1 -1 o -1 -1|=|0 -1 051|/0 -1 -1|=/0 1 O0|=E
0O 0 -2 0O 0 -2 0O 0 -05 0O 0 -2 0 0 1
NR: Inverse
1 0 0Y" 2 0 0 2 0 0 -1 0 0
o -1 -1| —%5 |02 0] %5 |0 2 0] —/™5 |0 -1 05
0O 0 -2 011 0 -1 1 Det 0O 0 -05



Von den néiichsten beiden Aufgaben 4 und 5 bitte NUF eine auswihlen und bearbeiten!

Nur diese wird bewertet.
Tragen Sie hier die Aufgabennummer ein, die in die Wertung kommen soll:

‘ Aufgabe 4: Ubergangsmatrizen und statisches Gleichgewicht 40[5-9-6-7-3-2-8] ‘

In einem Reservat, das in drei Regionen A, B und C aufgeteilt ist, leben zu Anfang 3300 Zebras in
Region A, 2000 in Region B und 1000 in Region C.

Das beobachtete jahrliche Wanderverhalten wird als stabil angenommen und ist tabellarisch wie
folgt darstellbar:

A B C
Ala 01 0,6x
B|3a 0,7 0,4x

Cla b X
(1) Bestimmen Sie die Werte in der Ubergangsmatrix.
A B C
0,2 01 0,3
A a 0’1 O’6X Spaltensumme =1 U_ 06 07 02
Losung: B|3a 0,7 0,4x O B
0,2 0,2 0,5
Cla b X

(2) Welche Bestdnde an Zebras werden in den kommenden drei Jahren jeweils in den
Regionen vorliegen?

Loésung:
. 3300 0,2 0,1 0,3) (3300 1160
= U-2000| - |06 0,7 0,2 2000 |=|3580
1000 0,2 0,2 0,5) 11000 1560
. 1160 0,2 0,1 0,3) (1160 1058
= U.3580| —» |(0,6 0,7 0,2|3580|=|3514
1560 0,2 0,2 0,5) (1560 1728
. 1058 0,2 0,1 0,3) (1058 1081, 4 1082
= U:3514| —» |06 0,7 0,2||3514 |=|3440,2 |~| 3440
1728 0,2 0,2 0,5)({1728 1778,4 1778

(3) Es wird versucht mittels der gegebenen Daten die regionale Verteilung der Zebras
im Vorjahr zu bestimmen. Welche Schlussfolgerung wiirden Sie hier treffen?

a 3300
Lésung: U:{b|=|2000] — b,c<0 — keine Losung
C 1000

Schlussfolgerungen:
=> Ubergangsmatrix wurde modifiziert / gedndert
=> Neue Tiere wurden angesiedelt, daher Bestandsdanderung



(4) Bestimmen Sie eine langfristige Prognose bezliglich der Verteilung der Tiere (= Anzahl)
auf die Regionen.

Loésung:
-0,8 0,1 0,3 0
X X 11
-~ = 06 -03 0,2 0 1
Ansatz: (U-E)-x=0 — 1y |= - |y|==—|34
0,2 0,2 -05 0 63
z z 18
1 1 1 1

Verteilung der Tiere: (A B C)=(1100 3400 1800)

Bei den Zebras werden drei Altersstufen (Jungtiere Al, ausgewachsene Tiere A2 und Alttiere A3)
unterschieden. Die Matrix

0 0 v
3 .
M, = 2 0 0| mitv=>0
0 1 0
6

beschreibt die jahrlichen Veranderungen einer Population dieser Tierart.

(5) Stellen Sie in einem Ubergangsgraphen die Entwicklung dieser Population dar.

Losung: 3/4 1/6
Al —b A2 — A3

1\ v=8

(6) Welche Bedeutung hat v fir die Entwicklung der Population?

Losung: Aus den Alttieren erwachsen wieder v = 8 Jungtiere

(7) Fiir welchen Wert von v stellt sich nach jeweils drei Jahren wieder eine beliebige
Startpopulation ein? Beweisen Sie lhre Vermutung.

Losung:
Ansatz : §-l-v=1—>v=8
4 6
Nachweis :
4
O 0 8/|/0 0 8/|0 O 8 0O — 0||0 O 8
3 1 00
§OO§00-§00=006-§00=010
4 4 4 L 4 00 1
o Lollo Lollolo s 090 Ly
6 6 6 6




Aufgabe 5: Materialverflechtung 40[6-10-8-4-6-6]

In einem Betrieb werden aus den Rohstoffen R1, R2, R3 und R4 die Bauteile B1, B2 und B3 und

aus diesen die Endprodukte E1, E2 und E3 gefertigt.

Der Materialfluss ergibt sich aus den folgenden Tabellen, wobei die Rohstoffe in ME, die Bauteile
und Endprodukte in Stiick angegeben sind:

(1)

B, B, B, £ E E E, E, E
2 4 4

R B,|1 4 x R

R,|1 3 5 i R, 16

R,|2 4 8 82 A z R, 26

R, |5 1 3 ’ R, |... ... 22

Die Rohstoffkosten in € je ME betragen RR = (20 50 30 40)1
die Fertigungskosten in € je Bauteil RB = (180 120 200)1

die Fertigungskosten in € je Endprodukt RE = (670 360 620)-

Die obige unvollstandige Tabelle M(RE) gibt an, wie viele ME der Rohstoffe R, R3
und Ry fur ein Stlick von E3 benétigt werden

Berechnen Sie die Werte von x, y, z in der Bauteil-Endprodukt-Tabelle und die fehlenden
Werte in der Rohstoff-Endprodukt-Tabelle.

Loésung:

MRB'MBE :MRE -

1
- (x y 7)=3 12 - |2
2

(2)

18 16 2x+4y+4z
17 10 x+3y+5z
26 16 2x+4y+8z
13 22 5x+y+3z

18 16 18

17 10 16

26 16 26

13 22 22

R, B~ W &~
w o o1 &~
N NP
o N b

aa NN P DN

o N B~
N P W
\:

Im Lager befinden sich noch 100 ME von R1, 80 ME von R2 und je 50 Bauteile B1 und B).

Wie viele ME der einzelnen Rohstoffe und wie viele Bauteile sind nach der Produktion
von 10 Stick von E1 und 12 Stiick von E im Lager, wenn alle vorhandenen Materialien
verwendet werden?

Wie viele ME der einzelnen Rohstoffe missen bestellt werden?

Hinweis: Von E3 wird nichts produziert; von den Rohstoffen Rz und R4 haben wir
keine Lagebestéinde —

.
daher wiire der erste Schritt My -(10 12 0) sinnvoll ®



Lésung:

10 B, 1 4 3)\(10 B, B, 58
Schritt 1: Mg -|12|=(B,| - |2 2 1||12|=|B,| —> |B,|=|44
0 B, 2 0 2)\0 B, B, 20
Schritt 2: Zusatzlicher Bedarf an Bauteilen aus den Rohstoffen zur Erledigung des Auftrags:
B, 58 _ B, 58-50 8
Weiterer
— | B, |=|44 Bedarf B, |=|44-50|=| 0
B, 20 B, 20-0 20
8 R, 18 16 18 3 R, R, 96
R, 17 10 16 R, R, 108
M| O |= - 10 |= - =
R, 26 16 26 R, R, 176
20 20
R, 13 22 22 R, R, 100
R1=96: Da 100 Rohstoffe R1 auf Lager sind, bleiben noch 4 Rohstoffe R1 Ubrig.
Ry =108: Da nur 80 Rohstoffe R auf Lager sind, miissen 28 Rohstoffe R bestellt werden.
R3 =176: Da liber den Lagerbestand von R3 nichts angegeben ist, geht man von 0 aus.
Daher missen 176 Rohstoffe R3 bestellt werden.
R4 =100: Wie bei R3 geht man bei R4 von Lagerbestand =0 aus;

daher miissen 100 Rohstoffe R4 bestellt werden.

Ein Kunde erteilt einen Auftrag lber 5 Stiick von E1, 10 Stiick von E und 11 Stiick von E3.

Es fallen Fixkosten in Hohe von 5.500 € an.

(3)

Losung:

Hkv :k_R.'MRE +E'MBE +E
18
17

Hkv :(20 50 30 40)-
26
13

Hk, = (4000 3500 4500)

16
10
16
22

Bestimmen Sie die variablen Herstellkosten pro ME Endprodukt.

18

1

16

; |+(180 120 200)-| 2
2

22

4 3
2 1|+(670 360
0 2

620)



(4) Zeigen Sie, dass die Gesamtkosten 110.000 € betragen.

Losung:

Gk =Hk,-e+ K.,
5

— Gk =(4000 3500 4500)-|10 |+5500=104500+5500 =110000
11

Die Stiickpreise fiur die Endprodukte betragen

p = (100t ‘ —1t3 +Zt2+400t ‘ —it2+200t) mitte R
6 3 10

(5) Welchen Wert besitzt t flr die Gewinnschwelle und fiir die Gewinngrenze?
Losung:
Gewinnfunktion: g(t) = p,-e—Gk
5
1s 2, 1.,
100t ——t°+—t“+400t ——t°+200t |-|10 |-110000
6 3 10 1

- g(t)

- g(t) = i(—50t3+167t2+201000t)—1loooo = 0
30

— t,=17,5[Gewinnschwelle] — t, =54, 75[Gewinngrenze]

(6) Fiir welchen Wert von t, wird der Gesamtgewinn maximal?

Loésung:

Gewinnfunktion: g(t) = p,-e—Gk

- g(t) = i(—50t3+167t2+201000t)—110000
30

. 1
- g'(t) = E(—75t2+167t+100500) =0
— t,=-35,51[nicht definiert] — t,=37,74

- g"(t) = %(—150t+167) — 9"(37,74) < 0 — Max



